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An unsere Mitarbeiter! 


Die Korrekturkosten sind bei den ,,Mathematischen Annalen“ sehr hoch. Sie betragen 
nach einer Kalkulation 6% des Gestehungspreises eines Bandes. Fiir ihre Verminderung 
mu8 unbedingt Sorge getragen werden. Wir richten deshalb an alle unsere Mitarbeiter 
die freundliche dringende Bitte, zu diesem Ziele an ihrem Teile mit beitragen zu wollen. 
Dazu ist nétig: 

1. Das Manuskript muB vdéllig druckfertig und gut leserlich sein (Schreibmaschine 
oder klare Handschrift, Formeln im allgemeinen handschriftlich). Vorkommende gotische 
oder griechische Buchstaben sowie einander ahnelnde Zeichen sind besonders zu kenn- 
zeichnen, z. B. durch farbige Unterstreichung. Etwaige Abbildungen sind als Skizzen 
auf besonderen Blattern zu bringen. Die Abbildungs-Unterschriften gehéren dagegen 
zum Text und sind dem Manuskript beizugeben. 

2. Veranderungen des Textes in der Korrektur sind auf die Fille zu beschranken, 
wo sich nachtraglich wirkliche Irrtiimer herausstellen. Sollte ein Irrtum bemerkt werden, 
bevor noch Korrektur eingetroffen ist, dann is‘ ein verbesserter Text sofort an die Redaktion 
zu schicken, die dafiir Sorge tragen wird, daB das Manuskript noch vor dem Satz be- 
richtigt wird. 

Insbesondere sind rein stilistische Verbesserungen zu unterlassen. GréBere Ande- 
rungen und Zusitze, die sich nicht auf die Berichtigung von Irrtiimern beschranken, 
bediirfen der Zustimmung der Redaktion und sollen, auch um der geschichtlichen Ge- 
nauigkeit willen, in einer FuBnote als nachtraglich gekennzeichnet und datiert werden. 

Als Norm soll gelten, daB der Verfasser von jeder Arbeit eine Fahnenkorrektur und 
eine Korrektur in Bogen liest. Wir bitten unsere Verfasser, sich hiermit begniigen zu wollen. 
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Isoperimetrische Ungleichungen fiir konvexe Polygone 
und Kurven mit Ecken in der Ebene und auf der Kugel. 


Von 


ALEXANDER DinGuas in Berlin. 


1. Einleitung. In einer friiheren Arbeit, welche wihrend des Krieges in den 
Monatsheften fiir Mathematik und Physik") erschienen ist, bewies ich, mit 
Hilfe eines Katuza-Botschen Verfahrens der Parallelbereiche nach innen. 
folgende Verschirfung der sog. linearen isoperimetrischen Ungleichung fir 
gewohnliche ebene konvexe Kurven: 


(1. 1) F— Lh+ F*(h) <0. 


Dabei ist L die Linge der betreffenden Kurve C, F der von ihr eingeschlossene 
Inhalt und A der Radius des gréBten Kreises, der in C Platz findet. Dié ,,Ver- 
schirfungsgr6Be F* (h) wird gebildet, indem man an einen Kreis vom Radius 
h Tangenten, die parallel zu simtlichen Voll- oder Eckentangenten von C ver- 
laufen, legt und dann den von ihnen begrenzten ,,Kappenbereich** R* vom 
Inhalt F* (kh) nimmt?). 

2. In der vorliegenden Arbeit soli das Analogon von (1.1) fiir konvexe 
Kurven auf der Kugel bewiesen werden und somit die ebene isoperimetrische 
\ufgabe zu einem gewissen AbschluB gebracht werden’). Genauer gefaBt, wird 
folgendes bewiesen: 

Es bedeute K die Kriimmung der betreffenden Kugelebene, und es seien 
allgemein g (x), y (x) durch die Gleichungen 

t 
(2. 1) Pp (2) cos } K x, y (x) | p (u) du 
0 
definiert. Dann gilt fiir eine ,,nichteuklidische* konvexe Kurve C mit Ecken*) 
die Ungleichung 
(2. 2) F o (h) L yp (h) F* (h) <0. 


Die GréBe F* (h) besitzt hier ebenfalls eine geometrische Bedeutung. Sie stellt 
den Inhalt des der Kurve C zugeordneten Kappenbereiches &* dar, der wieder 


1) Mh. Math. u. Phys. 51, 35 (1943). 

2) Die Ungleichung (1.1) wurde auch von Bot in einer Arbeit bewiesen, die mit 
wahrend der Abfassung von 1) nicht bekannt war (man verglciche G. Bot: Einfache 
lsoperimetrie be weise fiir Kreis und Kugel, Abh. Math. Seminar Hamburg 15, 32 (1943)). 
Bo beschaftigte sich jedoch weder mit den Extremalfillen von (1.1) noch verwendete 
er (1.1) zu einem schnellen Beweis der klassischen isoperimetrischen Ungleichung. In 
der urspriinglich eingereichten Fassung der Arbeit war auch der Fall K S 0 analytisch 
behandelt worden; da jedoch in diesem Falle das Extremalgebiet im allgemeinen keine 
geometrische Deutung zulaBt, wurden bei der Korrektur die diesbeziiglichen Abschnitte 
we ggelassen. 

’) Der elliptische Fall ist, was das isoperimetrische Problem anbelangt, gleichwertig 
mit der isoperimetrischen Aufgabe auf einer Halbkugel G vom Radius 1 : VK. 

4) Also eine Kurve, die entweder auf S liegt oder so beschaffen ist, daB der von ihr 
begrenzte Bereich 8 mit jeder Geraden hiéchstens eine einzige Strecke gemeinsam hat 
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mit Hilfe des gréBten geoditischen Kreises, der Platz in C findet, und der 
(héchstens abzahibar vielen) Kappen, die den Ecken von C entsprechen, 
konstruiert wird. Diese Konstruktion bringt, falls man die Dinge geometrisch 
betrachtet, manche Schwierigkeiten mit sich, die spater an der betreffenden 
Stelle erértert werden. 

Da &* jedenfalls den Kreis & enthalt, so ist 


- 1 — 9 (h) 

* 2 

Ft(h)>22 KE : 

und die Ungleichung (2.2) hat die isoperimetrische Ungleichung 
— oth 

(2. 3) F p(h) — Ly (ht) +222") <0 


zur Folge. Aus dieser Ungleichung folgt wieder durch elementare Umrech- 
nungen die Ungleichung 
(2. 4) F(4a—KF)<l*— (Lo— Qy)* 
mit 
Q=2a—-KF=0. 
Man sieht, daB fiir das Eintreten des Gleichheitszeichens in der klassischen 
isoperimetrischen Ungleichung 
F(i4a—KF)sL* 
die Bedingung 


(2. 5) L  (h) — Qy (h) = 0 


notwendig ist. Ia aber in diesem Falle (wie sich zeigt) auch in (2.3) das 
Gleichheitszeichen eintritt, also die Gleichung 


(2. 6) KLy(h)+Qo(h)=22 
gelten muB, so folgt durch Kombination von (2.5) und (2. 6) 
L=2ay(h), 


was zur Folge hat (da der Kreis mit dem Radius A ganz in C Platz findet), 
daB C mit einem Kreis vom Radius A iibereinstimmt. Fiir K + 0 gehen 
diese Ungleichungen in die Ungleichung (1.1) bzw. in die Ungleichung 
4naF—TL*: (L — 2 ah) iiber, die besonders von BONNESEN®) entwickelt 
wurde. 

Die hier zuletzt besprochenen Ergebnisse lassen sich unter Verwendung 
des Begriffs der konvexen Hiille auf beliebige geschlossene, rektifizierbare 
Kurven anwenden. 

Die Methode zum Beweis der allgemeinen Ungleichung (2.2) ist wieder die 
oben angefiihrte KaLuza-Botsche Methode der Parallelbereiche nach innen. 
Die Untersuchung der Extremalbereiche, d. h. derjenigen Bereiche, bei denen 
das Gleichheitszeichen eintritt, bietet hier weit mehr Schwierigkeiten als im 
euklidischen Fall. 

Die Arbeit ist in drei Kapitel eingeteilt. Im ersten Kapitel werden kurz die 
Grundlagen der ebenen nichteuklidischen Geometrie auseinandergesetzt, 
sofern sie in Zusammenhang mit den spiteren Zielen der Arbeit stehen. Im 
zweiten Kapitel werden die Grundformeln der Untersuchung entwickelt und 


5) Vgl. z. B. Les problémes des isopérimétres et des isépiphanes. 8S. 80. Paris: 
Gauthier-Villars, 1929. 
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die Ungleichung (2. 2) fiir konvexe Polygone bewiesen. SchlieBlich wird im 
letzten Kapitel der allgemeine Fall einer konvexen Kurve behandelt sowie 
einige Zusammenhange mit dem klassischen isoperimetrischen Problem ge- 
streift. 
Kapitel I. 
jinheitliche Begriindung der nichteuklidischen Geometrie. 


3. Vorbereitende Tatsachen. Die Funktionen y, gy und w. Zur Durchfiihrung 
der Rechnungen bei der einheitlichen Begriindung der nichteuklidischen Geo- 
metrie, ohne daB man auf das Vorzeichen der Kriimmung Riicksicht zu nehmen 
braucht, ist es zweckmiabig, die teilweise in der Einleitung erwihnten Funk- 
tionen y, gy und ~ einzufiihren, die durchweg reell sind und auBer von x noch 
von einem willkiirlichen Parameter K (der Kriimmung des betreffenden Rau- 
mes) abhiangen. 

Wir setzen also®) 

. g 4 x 
y (x) y (x, K) = Jif} f gq (u)d uy, 
(3. 1) \'K 0 
y (x) gy (x, K) cos | Kx 


und dazu 





(3. 2) w(x) = o(z, K) = S052  9@ | 
\K p (x) 
Verwendet man Potenzreihen, so hat man 
oo 2» kK’ 
(x .f * ly’ ogi 
y (x) *X ( ) Gri’ 
oo 2y kK’ 
rs =. 
¢ (x) = — ( 1) Syl 
Speziell wird 
y (x, 1) =sin 2, p (2, 1) =sinh x, p(x, 1) = cos 2, p (2, 1) = cosh x 


und 


lim yw (2x) x, lim @ (x) 1, limo (x) Zz. 
K—0 K—0 K-—-0 


Durch diese Funktionen kann man sowohl die gewodhnliche als auch die 
sphirische und hyperbolische Trigonometrie in einem einzigen Formelsystem 
zusammenfassen. So gilt z. B. allgemein: 

p(rt+y=yl(z)pl(ytyly) Plz), 
(3. 3) p(xt y= p(x) ply) FKy(x)yly). 
o(z+y)= mii Ss 
und speziell 
y (2 x) 2 y (x) p (2), 
(3. 4) p (2 x) = g? (x) — Ky? (x) =1—2 Ky? (2) =2 ¢ (2) —-1, 
_20 (2) 


08 3)—7—Fow * 





6) Vgl. z. B.: Uber eine isoperimetrische Aufgabe von Ernarp Scumipt I: Math. Z. 
49, 734 (1943). 


20* 
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Daraus folgt noch 
, ha _Vite® (=) = /1 = 9 (x) w (2) _4/_I1-9@ _ 
r(s)= Va v¥)- Vas) = Ves 
Wir erwahnen noch einige Formeln iiber rechtwinklige Dreiecke, von denen 
spiter einige gebraucht werden. Bezeichnet ¢ die Hypotenuse eines solchen 
Dreiecks, so gilt bei den sonst iiblichen Bezeichnungen fiir Seiten und Winkel 
(3. 5) @ (c) = — (a) o (6), 
@ (a) = w (c) cos A , 


3. 6 
mS w (b) = @ (c) cos B, 


yp (a) y (c)sin A, 


3.7 
aoe y (b) = y (c) sin B 
und 
(3. 8) w (a) = yp (b) tg A, 


w (b) y (a) tg B. 


Die Formeln fiir beliebige Dreiecke lassen sich auf ahnliche Art einheitlich 
erhalten und werden hier nicht angefiihrt. Es ist schlieBlich kaum ndétig, zu 
erwahnen, daB fiir K — 0 alle diese Formeln in die Formeln der ebenen Tri- 
gonometrie tibergehen oder in triviale Identititen ausarten. 

4. Die Flichen konstanter Kriimmung. Verschiedene Abbildungen auf die 
Ebene und auf den Kreis. Bezieht man eine Fliche auf ein geoditisches Ko- 
ordinatensystem’), so lautet bekanntlich die Formel fiir das Bogenelement 


(4. 1) ds* = du? + G (u, v) dv* (G > 0) 


und die Differentialgleichung fiir die Gausssche Kriimmung erhalt die ein- 
fache Form 
aye 


Cu* 


(4. 2) + K|/G=0 


und besitzt als allgemeines Integral die Funktion 
/G ®D (v) p (u) + F (rv) p (uw) 
mit willkirlichen ® und Y. 
Setzt man nun zuerst voraus 


c /G (u, v) | 


(4. 3) |G (0, v) = 1, =0, 


ou lu=0 
was einer Wahl von geodatischen Linien aus einem Punkt und ihren ortho- 
gonalen Trajektorien als Netzlinien entspricht, so nimmt ds* die Form 


(4. 4) ds? =d & + g? (&)d7? 


an. 
Wahlt man dagegen als Parameter v den Winkel der betreffenden geo- 
datischen Linie mit einer festen Richtung, so ist 
“ . é VG (u, v) 
(4. 5) G (0, v) = 90, oVG u,v) 
cu u 0 
7) Vgl. z. B.: Brancut, L.: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie. Zweite Auflage, 
8S. 184—187. Teubner 1910. 
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und man kann (4.1) die Form 
(4. 6) ds* = dr* + y* (r) d ¢ 
geben. 

Dies sind die beiden Hauptformen fiir ds*, die uns beschiftigen werden. 
Eine dritte Form, die nur fiir K < 0 einen Sinn hat, kénnen wir mittels geo- 
datischer und horizykler Linien erhalten. Diese Form besitzt die Gestalt 
(4. 7) ds* = du? + e2VE'"d y2 (K’' = — K >0) 
und kann, wie wir spaiter sehen werden, einfach aus den beiden anderen For- 
meln mittels einer einfachen Transformation erhalten werden. 

Auch der Ubergang von (4.4) zu (4.6) ist leicht zu bewerkstelligen. Man 
findet in der Tat, daB die Transformationsformeln durch 

y (€) = yp(r)cosg, 
(4. 8) y(n) p (€) = yp (r) sing, 
p(y) p (€) = v(r) 
gegeben werden. Aus diesem Grunde bleiben wir im folgenden bei der ersten 
Form (4.4), die der Form ds* = d x? + d y® der Ebene entspricht. 
Um nun das Variationsgebiet von u und v zu bestimmen, greifen wir auf 


die Definition g (£) = cos \xK —€ zuriick. Wir sehen dann, daB. falls K > 0, 
E,» bzw. r, mp in den Gebieten 














(4. 9) — er SE <— er — << - 
2K 2)K \K VK 
bzw. 





. es 
0O<r<—, 0<q<22 
variieren, wahrend, falls K < 0, &,7 alle Werte zwischen — o und + co undr 
alle Werte zwischen Null (einschlieBlich) und Unendlich annehmen diirfen. 
@ Variiert wieder von Null bis 2 a wie im sphirischen Fall. 
Die entsprechenden Variationsbereiche bezeichnen wir im folgenden als 


Fundamentalbereiche des sphirischen bzw. hyperbolischen Falles. Nun setzen 
wir: 


z=y(é), 
(4. 10) y= (E) y(n), 
z= (5) p(n). 
Diese GréBen geniigen dann der Gleichung 
2? 1 
Py - eT 
(4. 11) e+ +ye= zy 


und man bestatigt sehr leicht, daB (4.4) die einfache Gestalt 


. d 2? (xdz+ydy) 
8 an 2 2 « 2 2 ee 


annimmt. Bekanntlich nennt man z, y,z die homogenen Koordinaten von 
WEIERSTRASS. 


Wir bilden jetzt die Quotienten = , x und setzen 


(4. 13) xX === wi(r)cosgy, Y =+ = w (r) sin gy. 











Danach wird 


y= ———— 


LK (x?+ Y2) 
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x - 
(4. 14) i 
y1 
und 
(4. 15) de d X?.1d4Y? 


1 + K(X? + ¥ 


Die Umrechnung von ds? geschieht am einfachsten, wenn man die polaren Ko- 


ordinaten benutzt. Man erhalt danr 
d X24+-dy?2 





IF-KR*TYH) GS 


und 


XdX+Y¥adY= 1 ar, 
yp” (7) 





Daraus folgt durch Kombination (4. 


Fiir K > 0 stellt (4.15) das Boge 


das den Punkten (z, y, z), (— 2, y, 


zuordnet. X, Y variieren dann in ¢ 


: , ‘ l : ies Sade 
sie fiir K 0 (wegen @ (r) le nur innerhalb des Kreises 
a 








(XdX+YdY) 
fl + K(X? + Y)}? ° 


1 
I 


15) unmittelbar. 

nelement der elliptischen Geometrie dar, 
z) der Kugel dieselben Punkte X, 
ler ganzen elliptischen Ebene, wahren«| 


ion der Flaichen konstanter Kriimmung 








K (X? Y*) +1 
Variieren. 
Eine letzte wichtige Transformat 
erhalten wir noch durch die Formeln 
2u 
Z ———_————— , 
1 + K (u* + vr?) 
‘ 2e 
(4. 16) y [pKa y 
1 K (wt + 2%) 
7 1+ K (u? +- v®) ” 
aus denen dann 
X 2u 
” 1 K (u? + v?) 
(4. 17) : 21 
. 1 — K (u? + v*) 
folgt. 


Die Auflésung nach u, v gibt 


(4. 18) u : o( 


1+: 





re] % 


- } cos q > v . oe" 





Um ds* zu berechnen, bemerken wir, dab 


2 elt 
du*+dv — 


und 








dr2 


P* (5) 


dr? + py? (r)d g* 





+ (5) d ¢ 
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ist. Daraus folgt mit Riicksicht auf (4. 6) 


(4. 19) dst — —S(dut + dot) | 
{1 + K (u? + v%)} 





Hiermit ist zugleich auch der Weg zur Einfiihrung komplexer Verinderlicher 
geoffnet. 

5. Geraden und Aquidistanten. Im x, y, z-Modell ist bekanntlich die Glei- 
chung einer Geraden eine lineare Kombination der x, y, z, also von der Form 
ax-+by-+ez=O oder nach einer geeigneten Transformation 

x cos # 4- ysin®? —tTz=0. 
Setzt man hier tT = w (p) und dividiert man durch z, so erhalt man einheitlich 
(5. 1) X cos # + Y sind? — ow (p) 0. 


Der Ansatz t =~ (p) ist insofern berechtigt, als, falls K <0, |r?: K 
bleibt, genau wie «*(p), wahrend |r| (sowie @ (p)) fiir K > 0 alle méglichen 
Werte von 0 bis co annehmen kann. 

Nun verwandeln wir durch die Transformation w 
Modell in ein Modell der komplexen w-Ebene. 


Durch Umrechnung von (5.1) auf u,v finden wir dann 


u+tiv das u, v- 


o {1 K (u2? + v?)} 2ucosé 2vsin? 0 
oder 
(5 2) a a 
_ K  (p) K? p? (p) 


Diese Gleichung stellt in der w-Ebene einen Kreis dar, der im Falle K < 0, 
wie sofort nachgepriift werden kann, senkrecht zum ,,Fundamentalkreis* 


- ] 
(5. 3) |w|* 0 
ist. Der Kreis ist ree!l und liegt in seinem Inneren, da 


| A 
| w| (5) y—k 
ist. 
Was die Aquidistanten anbetrifft (fir K > 0 Parallelkreise auf der Kugel), 
so haben diese im «x, y, z-Modell die Gleichung 
ax+by C2 d 0 


und kénnen demnach in die Form 





2ucos? +2vsiné ow fl K (u? +- v?)} d{l + K (u? + v?)} 0, 
d. h. 
(5. 4) ow (1 K w|*) + we? we? d (1 K | w|?) 0 
gebracht werden. Wegen | + K |w|?=0 nach (5. 3) gehen alle diese Kreise 


durch die Schnittpunkte z,, z. von (5.2) und (5.3). Die Gleichung (5.4) kénnen 
wir auch in die Form 

e 1— Kd?g? 
ate M+ a | “Ky —dop 





yy 
~ 
= 
i 
| 
re 
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bringen. Man sieht sofort, da®B (5.5) fiir d =0 in (5.2) und fiir d + oo in 
(5.3) tibergeht. 

6. Die Entfernung. Wir kénnen nun rechnerisch feststellen, daB der Aus- 
druck 


4\dz\? 
2 ee 
ds (1 + K |z|*)? 
eine Invariante der Transformation 
et 
(6. 1) u It Ks: 


darstellt. 
Die geometrische Deutung dieser Transformation ist einfach. Fiir K > 0 
stellt sie nimlich cine Drehung der RreMannschen Kugel dar, wahrend sie 
- , , on , , ] , F 
fiir K <0 eine Transformation des Kreises |w|? +- , om 0 in sich bedeutet. 
Fiir K > 0 liegt eine Drehung der Caucny-Gaussschen Ebene vor. 
Die Rechnungen, die die Invarianz betreffen, sind einfach. Wir finden 
namlich 
1 + K{z,|*? 
de = 
idol Ta eP 


(1 + K|z|*) (1+ K|z!?) 


ldz|, 14+K\|w?= rt Kkzi 4 





also tatsachlich 
‘ 4 |dw|? ~~ 4(dz/? 
(6. 2) (l+Kiw/?)? (1 +- K |z/*)? ° 
Es seien nun P,, P, zwei Punkte auf der hyperbolischen Flache und z,, z, 
ihre Bildpunkte im komplexen Modell*). Dann gilt fiir die Entfernung s 


von P,, P; 





l % dz 
=*=J+7 Fur 
2 z, 1+ Kz 


erstreckt iiber den durch z,, z, gehenden und im Falle K < 0 auf (5.3) ortho- 
gonalen Kreis. 
Durch die Transformation (6.1) mit z, =z, geht dieser Weg in eine Gerade 


5 


durch den Nullpunkt tiber®), wihrend z, in den Punkt poewse iibergeht. 
rT et To 


Bringt man diesen Punkt durch eine gewdhnliche Drehung in den Punkt 





so erhalt man 


oder einfach 


(6. 3) wo (5)=i\~ = 


Das ist die allgemeine Formel fiir die Entfernung, ohne Riicksicht auf das 
Vorzeichen der Kriimmung. 








*) Diese kénnen fiir K > 0 in der ganzen Ebene liegen und fiir K < 0 innerhalb des 
Kreises |w|? + z= 0. 


*) Fir K > 0 folgt diese Tatsache aus der geometrischen Deutung der Transforma- 
tion durch die Drehung einer (der Rrzemannschen) Kugel. Fiir K <0 folgt sie aus 
der Erhaltung der Orthogonalitat zweier Kreise. 
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Aus (6.3) gewinnen wir sofort AnschluB an die Uberlegungen von CayLey, 
wenn man sie naimlich nach s auflést. 
Wir erhalten dann 





1 
> 14+V—K\w|_ 1 \y—«x whe 
(6. 4) 8 —— log = log ; 
y-E "1-Y=Rlel  Y- EF LL 


und da?®) 








ist, so ist bei geeigneter Wahl der Bezeichnungen von Zp, z. 


(6. 5) Pee 
j—k 
genau wie nach den CayLEy-Kuetnschen Uberlegungen. 
7. Die Porncartsche Halbebene Die dritte Form von d s* fiir K <0. Wir 


wollen noch zum SchluB die klassische PorncaRksche Form von d s? behandeln. 
Dazu setzen wir K’ = — K > 0, 





1 
log (2c 2 


209 2» 29) 


(7.1) wnee teow ak, 22 
VR’ 1—i)K'z 

und 

(7. 2) 14+ Ky =\|K'y 


Dann wird 


ai. janine a 2 
¥( \3 7)+ Vz . 20 
“u=—-s x 

















; 7 | ) , + VRP wt Boot 
(7. 3) ‘i ES y}) + 7? 
en x : 2{u + VR’ |\w|*} 
_ 2 / K’ 2 K’ ’ y —= > = 
a+V+y) + x2 (1 + )K’ u)* + K’ v? 
' 4 4 
und 


2\dz . 4K’ 
\dw|= : or. Fi 1+ K |e = 
—it jit — ty z 


Durch Substitution in (4.19) erhalt man das Bogenelement im Porncargschen 
Modell der oberen Halbebene 


» ] at+d 2 
(7. 4) dst =p, 
oder 

(7.5) sf a te+er 


1+)K y)- 


Z—% . %— fe d 
10) Allgemein bedeutet (2, z,,, 2, Z,) das Doppelverhiltnis Sonia ar er 
+. ee _— 
vier Punkte Zp, 2,, Z2,2- Diese Grote bleibt bekanntlich invariant bei Nadie Trans- 
formationen. 
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Dabei besitzt die zweite Form den Vorteil, daB sie fiir K — 0 in die euklidische 
Form tbergeht. 
Setzt man 


x | K’ My 
(7. 6) ane, 
y =e—)k2 
oder 
x | | it P 
(7. 7) 
‘ ‘ E re l 
y ¢ ——., 
\K’ 


so erhailt man aus (7.4) oder (7.5) fiir die Bogenlange die Formel 
(7. 8) d s* d 72 + e2K'4%d la 


Der Zusammenhang zwischen A, « und den WeterstrrRAssschen Koordinaten 
bzw. den &, 7 ergibt sich aus den Formeln (7.3), (4. 16) und (4.10) und wird 
uns hier nicht aufhalten. 


Kapitel II. 
Die lineare isoperimetrische Ungleichung fiir nichteuklidische 
konvexe Polygone. 


8. Der ,,Kern* eines konvexen Polygons. Unter einem konvexen Polygon 
wird im folgenden eine von nichteuklidischen Geradenstiicken begrenzte Figur 
verstanden, welche die allgemeine Eigenschaft der konvexen Bereiche besitzt, 
mit je zwei Punkten A, B auch die durch diese eindeutig bestimmte nicht- 
euklidische Strecke A B zu enthalten. 

\ls eine Darstellung der nichteuklidischen Ebene wird fiir uns hier fiir 
K 0 die bekannte Halbkugel vom Radius | :|K dienen, die, zu einer 
vollen Kugel ergiinzt, auch den spharischen Fall erledigen soll. Diese beiden 
Faille, naimlich der elliptische und der sphirische (es wird hierbei von Zu- 
sammenhangsverhiltnissen abgesehen), werden nicht voneinander getrennt 
behandelt, da wir von vornherein annehmen werden, daB im Falle K > 0 
jedes Polygon § innerhalb einer Halbkugel Platz findet. Man weiB, daB das 
in der Tat") immer der Fall ist, sobald der Polygonumfang von § kleiner als 
22:|K ist. Soleche Polygone werden im folgenden als zulassige Polygone 
bezeichnet werden. 

Ist nun ein (zulassiges) Polygon 8 gegeben, so bezeichnet man als Innen- 
kreis 8 von % den gréBten Kreis, der innerhalb $% Platz findet. Dieser Kreis 
ist im allgemeinen zwar nach der GréBe, jedoch nicht nach der Lage bestimmt. 

Im Zusammenhang hiermit steht der Begriff des ,,Kernes‘‘!*). Darunter 
versteht man den geometrischen Ort der Mittelpunkte aller Innenkreise. 


Uber die Gestalt des Kernes gibt folgender Satz Auskunft: 


Satz: Der Kern eines (zulissigen) Polygons besteht fir AK > 0 stets aus 
einem Punkt und fiir K 0 aus einem Punkt oder aus einer Strecke. Be- 
weis: Es sei zunichst K 0. Giabe es in diesem Falle zwei Kreise &, 8’ als 





11) Vgl. z. B. RapO: The isoperimetric problem on the sphere. Trans. Amer. Math. 
Soc. 35, 662—674 (1933). 
12) Der Begriff des Kernes geht auf Bow zuriick. 
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Innenkreise vom Radius h mit den Mittelpunkten O, O’, so besiBe der Kreis, 
der als Mittelpunkt den Mittelpunkt der Strecke OO’ hat, einen noch gréBeren 
Radius als h, was offenbar der \oraussetzung widerspricht. 

Ist K = 0 (ebener Fall) und gibt es zwei Innenkreise &, 8’, so ist jeder 
Kreis vom Radius h mit irgendeinem Punkt der Strecke OO’ als Mittelpunkt 
ebenfalls ein Innenkreis. Ferner kann es nicht drei Innenkreise, z. B. 8, &’, X” 
geben, deren Mittelpunkte O, O’, O’’ nicht auf einer Geraden liegen. Denn in 
diesem Fall kann man um jeden Punkt P innerhalb des Dreiecks OO’ O"’ 
einen Kreis mit gréBerem Radius als h legen, was der Voraussetzung wider- 
spricht. 

9. Der Begriff des Parallelbereiches nach innen. Verschirfung der Formeln 
von Bout. In jedem Randpunkt eines zulissigen Polygons denken wir uns 
eine Lichtquelle und setzen voraus, daB in einem bestimmten Zeitpunkt diese 
Quellen Wellen aussenden. In jedem Moment ist die Wellenfront der von } 
ausgesandten Welle ein geodatischer Kreis &, mit einem (fiir alle Punkte 
gleichen) bestimmten (nichteuklidischen) Radius 4.. Als inneres Polygon 8, in 
der Entfernung 4 (A < h) definieren nun KaLuza und Bot diejenigen Punkte 
von $8, die keinem der (als offen gedachten) Kreise &, angehéren'*). Diese 
Definition ist hier so gefaBt, daB sie fiir beliebige Bereiche gilt. In dem spe- 
ziellen Fall eines Polygons, der hier zunachst ausschlieBlich in Betracht kommt, 
kann man §, auch charakterisieren, indem man es durch eine geeignete An- 
zahl von Abstandskurven (von den Seiten von $8) nach innen in der Ent- 
fernung A definiert. 

Der Bereich besteht stets aus einem einzigen Polygon. In allen beiden 
Fallen kann beim Ubergang zu einem §, die Seitenanzahl vermindert werden, 
wenn z. B. eine Seite von %, mit wachsendem A verschwindet. Solche (end- 
lich vielen) Werte von A bezeichnen wir im folgenden als ,,singulire‘‘ Werte. 

Die geometrischen Elemente eines Polygons $ bzw. $8, sind nun folgende: 

1. Die Linge. Sie wird aus der Summe der Liangen / (A) aller Seiten /; 
von §, gebildet. Diese Linge wird stets mit L(A) bezeichnet. Fiir A = 0 
wird an Stelle von LZ (0) auch L geschrieben. 

2. Der Inhalt F (A). 

3. Die verschiedenen Winkel « (A). Als solche werden stets die AuGenwinkel 
verstanden werden, d. h. die Winkel, die von den Normalen der an die be- 
treffende Ecke angrenzenden Seiten gebildet werden. Die Winkel von 
werden stets mit « bezeichnet. 

Nach diesen vorbereitenden Tatsachen gehen wir dazu iiber, zwei Formeln 
von Bou!*) zu beweisen. Es handelt sich dabei um die Ausrechnung der Ab- 
leitungen F’ (A) und L’ (A) des Inhalts und der Linge von §$,, zunachst in 
jedem reguliren Intervall. Wegen des Eintretens neuer Winkel im hyper- 
bolischen Falle ist es nétig, diesen letzten Fall gesondert zu behandeln. Des- 
halb beginnen wir zunichst mit dem diesbeziiglichen Ergebnis fiir K = 0. 

Wir beweisen nun folgenden Satz: Fiir K =O gilt in jedem reguldren 
Punkt des Intervalls 
(9. 1) Og 4<t: 

(9. 2) — F’ (4) = L(A) 

13) Vgl. Box: Isoperimetrische Ungleichungen fiir Bereiche auf Flachen. Jber. 

D.M. V. 51, 219—257 (1941). 


14) loc. cit. 
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und 
r - i(A i(A + ae ‘ . 
(9. 3) — Li (d= 240+ ¥ (eA - 3) — xr =2Q()- KF (A. 


Diese beiden Formein werden hier als die verallgemeinerten Formeln von Bou 
bezeichnet"). 

Die Formel (9.2) gilt auch fiir singuliére Werte von 4. Zugleich kann man 
fiir solche Werte zeigen, daB L (A) eine linke und eine rechte Derivierte (mit 
Ausnahme der Werte A = 0 bzw. A = h, bei denen es nur eine vordere bzw 
hintere Derivierte gibt) besitzt. Jedoch werden wir hier von dieser Tatsache 
keinen Gebrauch machen. 

Beweis: Zum Beweis von (9.2) betrachten wir zwei benachbarte (in dem- 
selben reguliren Intervall liegende) Polygone $,, By, (A < 4’) (Fig. 1) und 
ziehen von den Ecken Aj,..., A; die Senkrechten auf die Seiten von §,, 
wie dies in der Figur gezeigt wird. Es ist leicht zu sehen, daB der Inhalt jedes 
der Dreiecke, wie z. B. A, Aj By, A, Aj Bi, abgesehen von einer Konstanten 
kleiner als (A A)? = (A — 4’)? ist. Eine genauere Rechnung zeigt, daB fiir jedes 





Dreieck und kleine A A der entsprechende Inhalt z. B. kleiner als 
4 l 4 
2(A A)*?-——_~ < C: (A A)? 
= sin? a (4) 
iit: 
ist. 
Mittels dieser Abschatzungen erhalt man leicht 
(9. 4) F(A) —F(4’’) = L(ANAAt O{(A Ad}, 
also tatsichlich 
— lim 7) -"@) = L(A). 
Vo —A 


MA 
Wie man sich leicht iiberlegt, gilt diese Gleichung auch fiir die singuliren 
2-Werte, da dabei der ,,Rest‘* (d. h. die Dreiecke) wieder ein O {(A A)?} bildet. 
Der Beweis von (9.3) ist wesentlich schwieriger und geschieht folgender- 
maBen: Zunichst besteht die Differenz L(A) — L (2') aus der Summe der 
Differenzen B; B;', ; — A; Aj, und aus der Summe der Bégen A; Bj; + A; B;' 
2 A; Bj. Mit Hilfe des ersten Mittelwertsatzes wird die erste Summe gleich 


bs a; (A) y’ (Aj) (A < A; < K) P 
v 
und demnach wird, da der geoditische Kriim- 


mungsradius o, der Parallelkreise, aus denen §, 
besteht, gleich 1 : w (A) ist, 














di , , A,B; 
— L' (4) = f—+2 lm 5 > 
p, 9 aawoG 4 
Zunichst soll nun fiir jedes i die Gleichung 
A, B: -U 
(9. 5) lim — 7 = tg =i) 


Fig. 1. Parallelpolygone nach innen. LA—0 

bewiesen werden. 
15) Bou beweist (9.2) und (9.3) auf beliebigen Flachen (d.h. auch bei nicht kon- 
stanter Kriimmung); jedoch kann (9. 3) fiir unseren Fall aus einer allgemeinen Formel 
nur in der weniger scharfen Form 


—L’ (4) >22—K F (i) 





bewiesen werden. 
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Am einfachsten kann dieser Beweis folgenderma8en durchgefiihrt werden: 
Es sei A, B, A; ein bestimmtes Dreieck. Wir ergiinzen es, indem wir die 
Seiten A; A,, Aj Bj so weit verlingern, bis sie die Seiten von 8 in A bzw. B 
treffen (Fig. 2). Der Punkt A ist entweder eine urspriingliche Ecke von 8 
oder ein Schnittpunkt zweier nicht unmittelbar angrenzenden Seiten von §. 
Nun folgt aus der elementaren sphirischen Trigonometrie, wenn man A C = z, 


sy 


CB=A 2x und A, C =A setzt: 








, 4 % A a A * 

(9. 6) y(xr)=o(Atg>, p(r+Ax)=a(A+A A)tg—, 
also 

g (x)dx stay ee A; 
d.h. wegen A, B; As p(A Ax , 

- Ay 8; 
tg — te A } 

* o~ 4 
(9. 7) lim - ———., Se 

1+9 S4 p (4) Y (x) Jigx C Ax B 
Nun ist aber “s 

y (A) @ (x) cotg : Fig. 2, Der Winke! « (A). 


und infolgedessen wird nach vorheriger Division durch die erste der Glei- 
chungen (9. 6) 
yp (A) l 





a a 
tt-> y (x) tg > 


Mit Hilfe dieser Relation erhalt man aus (9.7) die zu beweisende Gleichung (9.5). 
FaBt man die bisherigen Resultate zusammen, so kann man schreiben 
_ _ ds . a (7) 
(9. 8) L’ (3) = fi 42S tg 2! 


4 5) 
Og 2 





Der Ubergang zu den Formeln (9.3) wird nun mittels der bekannten Gavuss- 
Bonnetschen Formel'*) bewirkt. In der Tat gibt diese Formel auf 8%, ange- 
wandt 








ff as 2a1—S a(A)—KF 2{x— yy =\ - KF 


Die Anzahl der Winkel « (A) kann sich mit wachsendem A (an den singu- 
laren Stellen) vermindern, falls eine Seite von $$, verschwindet. — L’ erleidet 
also héchstens positive Spriinge. Wie gesagt, existieren an diesen singuliren 
Stellen auch vordere (mit Ausnahme von A h) und hintere Derivierte (mit 
\usnahme von 4 = 0). Wir werden im folgenden von dieser Tatsache keinen 
Gebrauch machen. Allgemein sei hier noch bemerkt, daB fiir K > 0 alle 
diese Formeln naeh bekannten Formeln des euklidischen Falles konvergieren. 

10. Der zugeordnete Kappenbereich fiir den Fall eines konvexen Polygons. 
Beweis der Ungleichung (2.2) fiir konvexe Polygone. Bevor wir zum Beweis 
der fundamentalen Ungleichung (2.2) fiir Polygone tibergehen, soll noch der 
mit der Definition der RestgréBe F* (h) zusammenhingende Begriff des zu- 
geordneten Kappenbereiches §* auseinandergesetzt werden. 

16) Vgl. z. B. Buascuke: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, Bd. 1, 4. Aufl., 
S. 163, Berlin: Springer-Verlag 1945. 
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Es sei zunichst $ ein konvexes Polygon und «; einer seiner Winkel. Man 
betrachte einen Kreis 8 vom (sphiarischen) Radius h und lege an ihn zwei Tan- 
gentenbégen (Fig. 3) A B, A B’, welche in A den AuBenwinkel «; bilden. Es 
wird nun behauptet: Der vom geoditischen Bogen BC B’ und den beiden 
Geradenstiicken AB, AB’ begrenzte Bereich (der im folgenden allgemein 
als ,,Kappe“ von der Offnung «; bezeichnet wird) besitzt den Inhalt 


h h 
(10. 1) Ft (h) =2 [ (tg a. Se p(h—thdt=2 f Q(t)y(h—dat. 
” 0 





0 


In der Tat, wendet man auf die Gesamt- 
figur A BC’ B’ A das Verfahren des Parallel- 
eo! bereichs nach innen (mit den iiblichen Be- 
zeichnungen) an, so ergibt sich wegen 
FP’ (A)=L, —L’ =2{x+Q,(a)}—KF 
die Differentialgleichung 
FP’ +KF=2{x+ Q;(d)}, 





Fig. 3. Kappe woraus 


by 2 h 
(10.2) F=2/{2+Q;()} y(h-—tddt= (1 — p(h))+2/ Q(t) p(h —tdt 
0 0 

folgt. 

Nun besteht F aus dem Inhalt des Kreises 8 plus dem gesuchten Inhalt F}. 
Durch Vergleich erhalt man dann (10. 1). 

Als erste Restgr6éBe kann man zunichst die GréBe 

2 ; h ' 
(10.3) F*(h) (1 — p(h))+ S Fi (hk) =2f{x+ VQ} yh—pdt 
t 0 + 

bilden, die fiir beide Faille K => 0 einen analytischen Sinn besitzt. In der Tat, 
man lege vom Mittelpunkt O von & die Senkrechten OA,,...,OA, auf die 
verschiedenen Seiten von % und nehme an, daB die Geraden OA;, OA; , auf 
denjenigen Seiten des Polygons senkrecht stehen, die den Winkel a; bilden. 
Ferner bezeichne 2 8; den Winkel BO B’ (Fig. 3), welcher der zugehérigen 
Kappe entspricht. Bezeichnet dann 2 fj den von OA;,OA;, gebildeten 
Winkel, so gilt, wie aus einfachen trigonometrischen Beziehungen hervorgeht, 
sin B; y (h) 
sin p; p (A;) 
woraus dann die Beziehungen 


(10.5) >, fir K>0, =f, far K=0, fj < f; fir K <0 


(10. 4) (hj =O A)), 





folgen. 

Da ferner die Summe aller #; gleich 2 z ist, so folgt daraus die Behauptung. 

Fiir K > 0 kann man (wegen f; = f;) jede Kappe auf den durch OA;,, 
OA; ..; definierten Bogen von der Offnung f; legen und somit ein geometrisches 
Gebilde definieren, das aus dem .,Grundkreis‘* (d.h. dem Innenkreis) § 
und den daraufgelegten Kappen, die den verschiedenen Winkeln von § ent- 
sprechen, besteht. Diese Kappen iiberdecken sich nicht. Somit besitzt der 
dadurch definierte zugeordnete Kappenbereich S* einen einfachen Rand, 
d. h. einen Rand, der aus Geradenstiicken (den Kappenbégen) und aus Bogen 
von St besteht. 


Isoperimetrische Ungleichungen fiir konvexe Polygone. 313 


Der wesentliche Nachteil dieser Konstruktion ist der, daB der Kappen- 
bereich eines konvexen Polygons im allgemeinen kein Polygon, sondern ledig- 
lich ein konvexer Bereich ist. 

Dieser Umstand tritt (wegen fj = §;) nur fiir K = 0 ein, wobei wir auf 
bekannte Konstruktionen zuriickfallen. 

Zum Beweis der fundamentalen Ungleichung (2.2) bilde man nun den 
Ausdruck 
(10. 6) D (A) = F (A) yg (h — A) — L(A) pw (h — A) + F* (hk — A), 


wobei F* (hk — 2) durch die Gleichung 


h h 
(10. 7) F* (h — A) = 2/{a4 J QAO} y(h—dt=2 f Ot yth—HbHdt 
definiert wird. . 

Es sei zuerst A ein regulirer Wert. Dann wird mit Riicksicht auf (9. 2) 
und (9.3) 

(10. 8) D’ (A) = 2{Q (A) — Q* (A)} py (Ah — A) =O. 

Eine Gleichheit besteht hier nur dann, falls zwischen Null und 4 keine 
Seite von §, ausgefallen ist (in welchem Falle dann zwei nebeneinander- 
liegende « (A) zu einer Summe ,,verschmelzen“). Integriert man (10.8) iiber 
ein regulires Intervall und beachtet, daB D(A) héchstens positive Spriinge 
erleidet, so erhailt man wegen 

lim D(A) = 0 


(10. 9) F p (h) — Ly (hk) + F* (hk) <0, 


wobei F* (hk) durch (10.3) gegeben wird. 
Setzt man 





(10. 10) F* (h) = =% (1 — p(h)) + Qolr), 
so stellt Qj (hk) den ,,Gesamtinhalt“ der Kappen dar, und es gilt 
(10. 11) Ss 7 (h) + Ly (b) = = + Q5ih). 


Auf diese Ungleichung kommen wir spiter noch einmal zuriick. 

11. Das Gleichheitszeichen. Es wird jetzt gezeigt: Beschrankt man sich 
auf konvexe Polygone, so tritt in (10.9) das Gleichheitszeichen nur fir fol- 
gende Fille ein: 

1. Fir K > O nur fiir einem geodiatischen Kreis umbeschriebene Polygone. 

2. Fir K =0 entweder fiir ein einem Kreis umbeschriebenes Polygon oder 
fiir ein Polygon, das der bekannten, aus einem Rechteck und aus zwei auf 
zwei gegeniiberliegenden Seiten angesetzten Halbkreisen bestehenden Figur 
umbeschrieben ist. Daher gehéren die beiden anderen Seiten des Rechtecks 
zu den Seiten des Polygons. 

Es sei zunichst K > 0. Nach dem vorhin Gesagten besteht der Kern 
von § aus einem Punkt O. Wir legen um O den Innenkreis § und behaupten, 
daB ihn alle Seiten von § beriihren: Wire namlich dies nicht der Fall, so gibe 
es zwischen zwei Seiten a und b von $ eine Anzahl von Seiten 1, J... ., 
Ll, (q= 1), die & nicht beriihren. Es bezeichne jetzt c, bzw. c, die Winkel- 
halbierenden der durch a, 1, bzw. b, 1, gebildeten Winkel. Diese kénnen offen- 
bar nicht durch O gehen. Wir legen jetzt um O den gréBten Kreis, der weder 
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¢, noch ¢, schneidet, und bezeichnen seinen Radius mit 9. Dann ist es leicht 
zu sehen, daB das Parallelpolygon in der Entfernung 4 > h — 0 die zul,,.... l, 
parallelen Abstandskurven nicht mehr enthalt. Bei Verminderung der Seiten 
von §, tritt aber nach den Ausfiihrungen von Nr. 9 (weil beim Verschwinden 
einer Seite ein spiteres « (A) gleich der Summe zweier friitherer « (A) wird) ein 
Zuwachs von — L’ (A) auf, der dann die Ungleichung fiir D’ (4) bedingt. Da dies 
das Ungleichheitszeichen in (10.9) zur Folge hat, ist die Voraussetzung, daB 
es solche nicht beriihrenden Seiten gibt, falsch. 

Somit ist der Satz fiir K >0 bewiesen. 

Fiir K = 0 und den Fall, in dem der Kern von § ein einziger Punkt ist, 
laBt sich der Beweis auf dieselbe Weise erbringen. Ist der Kern von § eine 
Strecke A A’, so legen wir um A bzw. A’ die beiden extremen Innenkreise &, &’. 
Es seien a, b bzw. a’,b’ die extremen Seiten von $, die R bzw. St’ beriihren. 
Dann zeigt sich durch denselben Schlu8 wie vorhin, daB alle Seiten, welche 
zwischen“ a, b bzw. a’, b’ liegen, R bzw. &’ beriihren miissen. Waren nun die 
gemeinsamen Tangenten an §, 8’ keine Seiten von §§, so kénnte man offenbar 
um den Mittelpunkt der Strecke AA’ einen Innenkreis &, mit gréSerem 
Radius als h legen. Da dies der Voraussetzung widerspricht, hat das Extremal- 
polygon die behauptete Gestalt. 

Im nachsten Kapitel wird versucht, diesen Satz auf beliebige konvexe 
Kurven auszudehnen. 


Kapitel III. 
Die lineare isoperimetrische Ungleichung fiir konvexe Kurven. 

Die Ungleichung von Bonnesen und die isoperimetrische Eigenschaft 

des Kreises. 

12. Die Durchfiihrung des Approximationsgesefzes. Wir gehen von einer 
bestimmten (auf einer Kugel, in der euklidischen oder in der Porncarfschen 
Ebene liegenden) konvexen Kurve C aus und halten an folgenden Definitionen 
fest: 

1. Die Linge Z von C wird als obere Grenze der Langen aller einbeschrie- 
benen Polygone, d. h. aller Polygone, deren Eckpunkte auf C liegen, definiert. 
Offenbar erhalt man L stets als Limes der Lingen ZL, einer Polygonfolge 
‘~,}, deren einzelne Polygone folgenden Bedingungen geniigen: 

a) Jedes §,, ist ein einbeschriebenes Polygon. 

b) By +1 besitzt alle Ecken von §,, und dariiber hinaus mindestens eine 
neue Ecke. 

c) %,, konvergiert mit wachsendem n gegen C1’). 

2. Der Flacheninhalt F des durch C begrenzten konvexen Bereiches % ist 
der Limes der Inhalte der Polygone irgendeiner Polygonfolge. 

Unter allen méglichen Folgen {§,,}, die a), b), c) geniigen, suchen wir 
eine Folge {§,,} aus, die noch folgender Bedingung geniigt: Man kann zu- 
nichst die Ecken Z,, £,,... von C nach der GréBe der AuBenwinkel «,, %,, ... 
numerieren !*) und verlangen, daB §8,, mindestens die Ecken £,, E,,..., EF, 

17) In topologischem Sinne. 

18) Dies kann man so zeigen: Es sei E eine Ecke von C mit dem AuBenwinkel «. 
Von einem festen inneren Punkt K von C lege man die Senkrechten K A’, K A” auf 
die beiden Eckentangenten EZ 7”, E T” in £. Die beiden inneren Normalen in E mégen 
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enthalt. Wegen b) und c) werden dann mit zunehmendem n alle Ecken von C 
erschépft. Diese spezielle Polygonfolge fihrt zu einem guten Limes fiir die 
RestgréBen der §,,. 
Es bezeichne nun L,, F,, «™,h, Lange, Inhalt, Winkel und Innenkreis- 
radius von §,, und F; die mittels der Winkel «) gebildete RestgréBe (10. 3). 
Dann gilt nach den vorherigen Entwicklungen 


(12. 1) Fy, @ (hn) — Ly y (hy) + Fa (hy) <9. 

Ein Grenziibergang n + oo erfordert nur den Nachweis (da die Konvergenz 
der F,, bzw. L,, als leicht nachweisbar itibergangen werden kann), daB erstens 
h, > h, d.h. gegen den Innenkreisradius von C konvergiert, und zweitens 
Fi (h,) gegen die KappengréBe von C, d.h. gegen 


h 
(12. 2) Fe (h) =2f |x+ 5 (wey -=P)| p(h—Ajda 
0 a 





(die Summe ist tiber alie Winkel « von C zu erstrecken) konvergiert. 
DaB h,, > h konvergiert, ist leicht zusehen. Ware nimlich lim h, =h* <h 
nm—> CO 
(gréBer kann er natiirlich nicht sein), so kénnte man leicht ein Polygon §,, 
mit h, > h* konstruieren, was offenbar zum Widerspruch fihrt. 
Es bleibt also noch zu zeigen, daB die GréBen 


hy ("),3 (n)/ 3 
(12.3) FR (h,) =2/ {2 +> (te Lae, ~ Ph y(h, —A)dd 
4 2 2 


gegen F* (h) konvergieren. 

Zunichst zeigen wir, daB die Summe in (12.2) konvergiert. Dazu gehen wir 
von der Ungleichung 

x x x “i 

1 


aus und beachten, daB es héchstens endlich viele Winkel « mit « = 3 gibt. 


: . . - 1 
Bedeutet dann 2” eine Summe iiber eine Menge von Winkeln « (= 5)» 80 


gilt, da noch 








ist, 


mit K # die Winkel «’, «’’ bilden. Ferner bezeichne f’, 8B’ die Winkel A’ K ZH, A” K E 
und a’ bzw. a” die Entfernungen K A’ bzw. K A”. Dann gilt: 


9 

—ae’ <sin a’ y (a’) sin 8 < g(a’) P’, 

a 

2 

= a’ <= sina” = p(a”) sin B’ s ¢ (a”) B”, 
d. h. wegen 

a’ +a’ =a 
1 , as 

(*) ax 5 ny (a) B (y (a) = Max {¢ (a’), p (a”)}). 


Wiederholt man dies fiir alle Winkel und summiert iiber alle «, so folgt aus (*) (da 9 (a) 
eine endliche obere Grenze M besitzt) wegen 2 P22 
Zasnvm, 
was die Behauptung beweist. 
Mathematische Annalen. 122. 21 
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2 2 


iff a (A) A : ata 
> (te td ae) < const +” « (A) < const, 
was die Behauptung beweist. 

Jetzt ist der Beweis der Behauptung F% (h,) > F* (hk) nicht schwer zu 
fiihren: denn es ist ja klar, daB (12.1) auch dann besteht, wenn man dort 
FS (h,) durch die kleinere GréBe 

hn (i) 43 ("td 43 
(12.5) F,*(h,) =2 | \= i S” (tg — . A hy (hs Ada 


» 5) 





0 
ersetzt, wobei hier die Summation nur tiber diejenigen Polygonwinkel er- 
streckt wird, die Ecken von C angehéren. In dieser GréBe aber streben die 
x gegen die Winkel « von C und h,, strebt ebenfalls monoton gegen h. Dar- 
aus folgt ohne weiteres, daB F;* (h,) gegen F* (hk) konvergiert. 
Wir erhalten also abschlieBend folgendes Resultat: 
Fiir jede nichteuklidische konvexe Kurve C gilt: 





(12. 6) F Y (h) L y (h) | F* (h) 0, 
oder expliziter 
_— Kh , mre | Kh h 
(12. 7) . yx : 
2 | 2 ¥ (te =. .. s )) mtr (h — A) di<0 
0 - 


Schreibt man wieder 


22 
F* (h) —— (1 gq (h)) + Qs (P) , 


so stellt Q§ (A) die Summe der Inhalte aller Kappen eines Kreises vom Radius h 
dar, und man erhilt die verscharfte lineare isoperimetrische Ungleichung: 
22 KF 22 


(12. 8) a en (h) + Ly (h) 





ar (h). 


Hier kann C auch unendlich viele Kappen besitzen. 

Es erhebt sich nun die Frage, wann in (12. 6) das Gleichheitszeichen ein- 
tritt. Diese Aufgabe wird Gegenstand der niaichsten Nummer werden. 

13. Das Gleichheitszeichen. Vorbereitende Tatsachen. Unter einem Grund- 
bereich G, verstehen wir im folgenden stets einen Kreis von einem unbestimm- 
ten endlichen Radius. Dagegen liegt ein Grundbereich @, vor, wenn der (nicht- 
euklidische) Mittelpunkt von G, eine endliche Strecke OO’ beschreibt und G, so- 
mit ein Gebiet iiberstreicht, das von zwei Abstandsbégen von zwei Halbkreisen 
St, Me begrenzt ist. 

Versieht man den Rand von G, mit (héchstens abzihlbar vielen) sich nicht 
iiberdeckenden Kappen, so entsteht ein Kappenbereich &* des Kreises. Legt 
man dagegen sich nicht iiberschneidende Kappen an §, bzw. &,, so entsteht 
ein Kappenbereich G* von G,. Der Satz, der das Eintreten des Gleichheits- 
zeichens in (12.6) regelt. kann folgendermaBen formuliert werden: 

Ist K 0, so ist das Extremalgebiet stets ein §*. 

Zum Beweis dieses Satzes kehren wir wieder zu der Polygonungleichung 
(12.1) zuriick und setzen vorerst 


(13. 1) F (A) lim F,, (A), L(A) lim L,, (A) 


nx n 
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wobei die Folgen {F,, (A)} konstruktionsmaBig monoton sind; ferner setze man 


h 
(13.2) F*(k—4) 2( {x4 ¥(tg22 - =P) pa ~ tat. 


5S » 
A z \ - 
Aus 


hn 


(13. 3) F,, (4) = f L, (dt 


folgt nun, wenn man der Einfachheit halber dieses Integral als LEBEscve- 
sches Integral auffaBt, durch Grenziibergang 


h 
(13. 4) F(A)=/[ Liat. 
A 


Nun lasse man in der fiir jedes Polygon §,, giiltigen Ungleichung 
(13. 5) F,, (A) y (h, — 4) — L, (A) p (h, — A) + Fi (hk, — A) <0 
n - co streben. Dann wird zunichst 

(13: 6) F(A) p(h— Ay — L(A p(h—A) + Fe (h—/) SO, 


und da (fiir jedes n) die linke Seite von (13.5) eine nicht abnehmende Funk.. 
tion von A ist, so ist ebenfalls die linke Seite von (13.6) als Grenzfall nicht 
abnehmender Funktionen eine nicht abnehmende Funktion. 
Wie verhalt es sich mit dem Grenziibergang 7 -> 0? 
Zunachst ist klar, daB 
lim F (A) = F 
4—0 
ist. 
Eine entsprechende Gleichung fiir L ist im allgemeinen nicht zu erwarten. 
Man kommt aber auch mit der fiir LZ giiltigen Ungleichung 


lim L(A) < L 
10 
aus. 


Danach wird fiir 2 > 0 
(13. 7) F op (h) -- Ly (h) + F* (h) <0. 


Nun sind wir dem Beweis naher gekommen. Soll namlich in (13.7) das 
Gleichheitszeichen gelten, so muB wegen der Monotonie der linken Seite von 
(13.6) fiir jedes A mit O<A<h 


(13. 8) F(A) p(h — 2) — Lid) p(h— 24) 4+ Fe (h— 4 =0 


gelten. Jetzt beachte man, daB wegen (13. 4) F (A) stetig ist. Aus (13.8) folgt 
also, daB L (A) ebenfalls stetig ist. (13.4) kann also ebensogut als RIEMANN- 
sches Integral aufgefaBt werden. Daher kann (13.8) fiir jedes A mit0 <A<h 
nach A differenziert werden. Man erhialt somit 


(13. 9) —L’'(a=2 { +)» (te _ Fh — KF (A), 


9 
d. h. 


- 


? 


F’ (a) + K F (A) =2{x+ a (tg ={t) = ale 


21° 
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Da wir hier eine Lésung F dieser Differentialgleichung suchen, die fiir 2 + h 
zugleich mit F’ verschwindet, so erhalt man leicht 


h 
(13. 10) P=2f {n+ 5 (t= -22) pa—aaa. 
J 2 


Die Summation ist hier tiber alle Winkel « von C zu erstrecken. 

14. Das Gleichheitszeichen. Fortsetzung. Die Gleichung (13. 10) ist fiir un- 
sere Betrachtungen von entscheidender Bedeutung. Sie besagt, daB der 
Flacheninhalt eines Extremalgebietes ausschlieBlich durch die Winkel « aus- 
driickbar sei. Nun kann aber gezeigt werden, daB fiir K > 0 eine Gleichung 
wie (13.10) nur fir ein R* gelten kann. In der Tat, es sei & der Innenkreis 
von C. Wir legen an jeder Ecke von C die beiden Eckentangenten an und 
ziehen vom Mittelpunkt O von & die Senkrechten auf alle solchen Ecken- 
tangenten. In den Schnittpunkten dieser Senkrechten mit der Peripherie 
von & legen wir Tangenten an &. Diese schlieBen einen Kappenbereich §& ein, 
der vollstandig innerhalb von C liegt. Ferner entspricht jeder Ecke « von C 
eine Kappe &, mit einem Eckenwinkel & => «. Bezeichnet nun F den Inhalt 
von §, so folgt leicht 

h 


*(14. 1) F=2/ {n+ 5 (tg2% 20 )p vik — ayaa. 


9 
0 “ 





Wegen & >, also auch %(A) > «(A)™) folgt F =F, was mit der Ungleichung 
F <F nur dann vereinbar ist, falls alle & gleich den entsprechenden « sind. 
Das tritt aber nur dann ein, falls C mit & iibereinstimmt, was unsere Behaup- 
tung beweist. Derselbe Schlu8 kann angewandt werden, falls K = 0 ist und 
der Kern von C aus einem einzigen Punkt besteht. Wir werden diesen Beweis 
nicht ausfiihrlich wiederholen. 

Der euklidische Fall K = 0 erledigt sich noch einfacher und kann (nach 
Weglassung des Grundrechtecks) durch die einfachen Uberlegungen des 
sphirischen Falles erledigt werden. Zum SchluB sei noch folgende Bemerkung 
hinzugefiigt: Es kann auf den ersten Blick befremden, daB fir K > 0 Extre- 
malgebiete G* mit dem Grundbereich @, (die ich bei anderer Gelegenheit 
Kreis-Rechteck-Extremalgebiete genannt habe) nicht existieren. Das liegt 
daran, daB solche Gebiete (die von zwei Parallelkreisen und zwei Halbkreis- 
bégen begrenzt werden) in unserem Sinne nicht mehr konvex sind. Zu solchen 
Gebieten (auch fiir K > 0) kénnte man kommen, sobald man an Stelle des 
hier verwendeten Konvexitatsbegriffes den Begriff der ,,geodatisch konvexen* 
Kurve C verwendet, die man folgendermaBen definieren kann: Das iiber 
jeden Teilbogen von C erstreckte Integral { dq ist gréBer oder gleich Null. 
Wir werden jedoch darauf nicht naher eingehen. 

15. Verschdrfung der klassischen isoperimetrischen Ungleichung. Die Un- 
gleichung von BonNESEN. Wir formen zunichst die Ungleichung (12.8) um. 
Ist K > 0, so erhalten wir 


{(22—KF)p+KLy¥f2=(22+ K Q) 
oder 


(Qa—KFyP¢4+2(22-—-KF)KLoy+ Ky = (22 + KQ)*. 








1%) Dies kann durch eine einfache Anwendung der Gauss-Bonnetschen Formel 
bewiesen werden. 
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Daraus folgt mit Riicksicht auf die Relation g* + K y* = 1 die Ungleichung 
(15. 1) (22-—KF?P+KP2(224+KQ)?+ {Lop —(2a2—KF) yp} K 
oder 
(15.2) F(4a—KF)sL*— Qj (424+ K QS) —{Lo(h) —(22—K F)yp(h)}. 
Diese Ungleichung bildet im Augenblick die beste bekannte Verschirfung der 
klassischen isoperimetrischen Ungleichung 
(15. 3) F(i4xa-—KF)sl’, 
wenn man dort ausschlieBlich konvexe Kurven zugrunde legt. Die weniger 
scharfe Ungleichung 
(15. 4) F(4a—KF)sP— {Lo th) — (22—KF)y(h)¥ 
wurde schon von BoNNESEN*™) bewiesen. Diese letzte Ungleichung ist des- 
wegen interessant, weil sie schnell zu einer Verschirfung der isoperimetri- 
schen Ungleichung fiir beliebige Kurven fiihrt. 

In der Tat, es sei B zunachst ein beliebiger einfach zusammenhangender 
Bereich2'), und es sei 8 die konvexe Hille von 8, d. h. die kleinste konvexe 


(abgeschlossene) Menge, die 8 enthalt. Ferner sei h der Radius des Innen- 
kreises von 8. Dann gilt zunachst, falls F den Inhalt und L die Linge des 
tandes von % darstellen, 
(15. 5) FP(4a—KF)<P— {Lo (h) — (22—KF)y(h)}. 
Da nun % als abgeschlossen eine meBbare Menge mit dem Inhalt F ist und 
dazu noch F >F gilt, so kann man, da die Funktion 2x (4 2 — K x) fiir 
K>O und « <22:K eine wachsende Funktion von z darstellt, (15. 5) 
auch folgendermaBen schreiben: 
(15. 6) F(4a—KF) <P —{Lo(h)— (22—KF)y(h)}. 
Nimmt man nun als Definition der Linge L einer beliebigen Kurve C' die- 
jenige an, die Z als obere Grenze der Lingen aller Polygone % erklart, deren 
Ecken auf C liegen, so ist offenbar Z < ZL und man erhilt 
(15. 7) F(4a—KF)<LP—{Lg(h) —(22— KF) y (h)}*. 
DaB durch diese Ungleichung der Fall des Gleichheitszeichens in der klassi- 
schen isoperimetrischen Ungleichung 
(15. 3) F(4a-—KF)<L 
erledigt wird, wurde schon kurz in der Einleitung gezeigt. Der Vollstandigkeit 
halber sei diese hier wiederholt. 

Soll naimlich in (15.3) das Gleichheitszeichen gelten, so muB 
(15. 8) L op (h) — (22 —KF)yp(h) =0 
gelten. AuBerdem ist F (42 — KF) = L?, also nach (15.8) 

(22—KF)?+ KL? = (22)? + {L  (h) —(22— KF) p(h)}* K, 

wegen g*? + Ky? =1 also 

20) BonnESEN: Les problémes des isopérimétres et des isépiphanes. Paris: Gauthier- 
Villars 1929. 


2) Fir K >0 kann man ohne weiteres annehmen, daB % innerhalb einer Halb- 
kugel liegt. 
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{K Ly (h) + (2a — KF) o (h)}? = (22), 
(15.9) KLy(h) + (22—KF) p(h) =22. 
Aus (15.8) und (15.9) folgt 


—_ _ a 9 — 

L=22y(h), F > (l ~ g(h)), 

womit bewiesen ist, daB die konvexe Hiille des Ausgangsbereiches $8 ein Kreis 
ist. Daraus folgt aber, daB % selbst ein Kreis ist. 

16. Die isoperimetrische Aufgabe in der euklidischen Ebene. Der komplizierte 
Apparat, der dazu nétig wurde, die Hauptungleichung (12.6) zu beweisen, 
kann den Eindruck erwecken, da8 die verwendete 
Methode erst auf schwierigem Wege zum gewiinsch- 
ten Resultat fiihrt. Im Augenblick scheint es jedoch, 
daB der Katuzasche Gedanke der Parallelbereiche 
nach innen den natiirlichen Zugang zu der linearen 
(also a fortiori zu der nicht linearen) isoperimetri- 
schen Ungleichung bildet. Die hier eingetretenen 
Schwierigkeiten lagen vorwiegend an dem Um- 
stand, daB wir noch die Ecken beriicksichtigen. 

Als Beispiel dafiir, wie schnell diese Methode 
die klassische isoperimetrische Aufgabe bewaltigt, 








Fig. 4 Se = 
Der euklidische Fall far Polygon soll der euklidische Fall behandelt werden. 


Es sei zunichst §§ ein konvexes Polygon, %, das 
Polygon nach innen in der Entfernung 4 (Fig. 4). Man betrachte den Aus- 


druck 


D (A) = F (A) — L(A) (h — A) + a (h — AP 
Da fiir jedes regulire / 
F’ (ad) = L(A), L’ (A) 2\n n J (tg2 <>) -22 


gilt, so wird D’ (4) => 0, und somit wird (wegen der Stetigkeit von D (A) an 
den ,,Sprungstellen“*, wo sich eventuell zwei Nachbarwinkel « (A) vereinigen) 
(16. 1) F—Lh+ah? <0. 
Da diese Ungleichung fiir jedes konvexe Polygon richtig ist, ist sie (durch 
Grenziibergang) zuniachst fiir jede konvexe Kurve C richtig. Schreibt man 
die Ungleichung in der Form 

4aF <= L? ~ (L — 2 xh) 
und verwendet im Falle einer beliebigen Kurve den Begriff der konvexen 
Hille, so erhalt man sofort die Lésung der klassischen isoperimetrischen Auf- 
gabe. Wir gehen darauf nicht naher ein. 


( Eingegangen am 350. Juli 1947.) 


Math. Annalen, Bd. 122, 8, 321—322 (1950). 


Zur Rolle der Epsilonzahlen 
bei der Polynomdarstellung von Ordinalzahlen. 
Von 


Tueopor Katvza gr. in Braunschweig. 


Es seien 8 >1 und «> 0 beliebige Ordinalzahlen und 


(1) a= By t+ Phy t--- +h yn 

die bekannte eindeutige Darstellung mit «a, >a,>---> a, 20 und 
B> Yo +++» Yn > 0. Wir verabreden fiir « = 0 die eindeutige Darstellung 
(2) 0 = £*-0. 


Dann kénnen die ,,Exponenten erster Stufe‘t «; = of) (¢ =0,...,m) ihrer- 
seits auch gema&B (1) und (2) dargestellt werden, die in diesen Darstellungen 
auftretenden ,,Exponenten zweiter Stufe“ o'? — kurz «®) — wiederum, 
und so fort. Wir behaupten: 


Satz: Zu jeder Ordinalzahl « gibt es eine natiirliche Zahl n, derart, daB alle 
Exponenten n,-ter Stufe entweder gleich Null oder Epsilonzahlen sind. 

Beweis: Wir bilden folgenden Graphen F: « = «) selbst wird ein Punkt 
A A) zugeordnet; den Summanden der Darstellung (1) bzw. (2) von « 


, . 1 

entsprechen ebensoviele von A ausgehende Kanten, deren Endpunkte As» 
: + ~ (1) . . . 

die Exponenten erster Stufe «;° reprasentieren; den Summanden der Dar- 


stellung (1) bzw. (2) jedes einzelnen of entsprechen jeweils ebenso viele von 
A) ausgehende Kanten, deren Endpunkte Aw? — kurz A™ — die Exponenten 
der Darstellung des betreffenden af) reprasentieren; und so fort. F' ist er- 
sichtlich ein unendlicher, kreisloser, zusammenhingender Graph endlichen 
Grades mit héchstens einem Endpunkt (A), also ein Facher'). Die Punkte 
mit der Entfernung » von A entsprechen genau den Exponenten n-ter Stufe 
von «. Ist A“ ein Punkt mindestens zweiten bzw. A™ mit » > 0 ein Punkt 
mindestens dritten Grades, so enthalt die Darstellung des einem solchen 
sog. Gabelungspunkt entsprechenden «) mindestens zwei Summanden und 
umgekehrt. 

Unter einer Exponentenfolge («") verstehen wir eine Folge der Art: 
a) = a, a”+2) — beliebiger Exponent aus der Darstellung von «”. Dann 
entspricht jeder Exponentenfolge eindeutig ein bei A beginnender einseitig 
unendlicher Weg, kurz A-Weg genannt, und umgekehrt. Sind a(*+) > 


1 ei a os ‘ ; 
>a *"> > a *” die Entwicklungsexponenten von «”, so sieht man 
aus (1) bzw. (2) leicht, daB fir n =0,1,... 
(n +1) (n +1) 
1 1 (n+1 

(3) aM af «wy 2h 2 t > af t">--->aQt” 

1) Vgl. Tu. Katuza gr., Struktur- und Miachtigkeitsuntersuchungen an gewissen 
unendlichen Graphen mit einigen Anwendungen auf lineare Punktmengen, Math. Ann. 
122, 235 (1950). 
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ist. Zu jeder Exponentenfolge existiert daher ein n, von der Art, daB 


(4) ai") = ot + 1) - 


. ° (n+1 - ° . ° . . 
ist. Ist nun in (1) aj’ * ? = a, so enthilt die Entwicklung von «™ nur einen 


Summanden, es ist yp = 1 und a also eine Epsilonzahl; andernfalls hatte 
man niamlich die Widerspriiche 


(n) nai”) ; ~(") (”®) n) ~(”) 
o>0: aM =f -yto>f”-y2eP”: a”>p 
bzw. 
(n) pxi™) sai”) (n) af”) 
Yo>l: @ B "Yor P ° t 2 B 
Es folgt also: Entweder ist in (4) gemaB (2) 
ofMo) — ole + 1) eee 0 
oder es ist 
of") o(te + 1) +++ eine Epsilonzahl. 
In beiden Fallen aber sind die entsprechenden Punkte A‘), AM +)... . von 


F keine Gabelungspunkte: jeder A-Weg von F besitzt nur endlich viele Ga- 
belungspunkte. Eine einfache Anwendung des Schubfachprinzips zeigt aber *): 
Ein Facher mit unendlich vielen A-Wegen besitzt mindestens einen A-Weg 
mit unendlich vielen Gabelungspunkten. Der vorliegende Ficher F besitzt 
also nur endlich viele A-Wege, d. h. es gibt tiberhaupt nur endlich viele zu « 
gehérige Exponentenfolgen und die gréBte der endlich vielen im Sinne von (4) 
dazugehGrigen Zahlen n, hat somit die von n, behauptete Eigenschaft. W.z.z.w. 








2) Vel. ebenda, Satz 1. 


(Bingegangen am 17. Oktober 1949.) 


Math. Annalen, Bd. 122, S. 323—325 (1950). 


aa, 


Zu einer Wachstumsfrage bei 
Zuordnungen zwischen Ordinalzahlen. 


Von 


THEopor Katz, JR. in Braunschweig. 


Herr DusuHnIk hat einen sehr kurzen Beweis ') fiir den vorher im wesent- 
lichen schon von den Herren ALEXANDROFF und URYSOHN 2) gefundenen Satz 
gegeben: 

Satz: Es sei mw, eine isolierte Anfangszahl (d.i. eine Anfangszahl, deren 
Index 6 eine isolierte Ordinalzahl ist), und es sei jeder Ordinalzahl « mit 
MS &% < ws eine Ordinalzahl 6 = B (a) < « zugeordnet. Dann gibt es eine 
Menge der Machtigkeit x, von Argumenten « (w, < a < w,) derart, daB die 
zugehorigen Funktionswerte # («) alle einander gleich sind. 

Wir bezeichnen die (der GréBe nach wohlgeordnete) Menge der Ordinal- 
zahlen « mit o < « < 1 als das Intervall (c, rt). Ist jedem « aus (o, T) eine 
Ordinalzahl f (a) < « zugeordnet, so sagen wir, daB diese Funktion # («) 
den Wert #, endgiiltig iberschreitet, wenn es ein «, in (a, t) derart gibt, 
daB fiir alle « > a aus (a, t) stets 8 (a) => fy ist; wir sagen weiter, dab die 
Funktion # (a) in (o, r) bestimmt divergiert, wenn sie jedes § < 1 end- 
giiltig itberschreitet. 

Dann ist der zitierte Satz ersichtlich aquivalent mit dem 

Satz: Ist w,; eine isolierte Anfangszahl, so gibt es im Intervall (0, w,) keine 
bestimmt divergente Funktion B (a) < a. 

Die Frage nach der Existenz bestimmt divergenter Funktionen f (a) < « 
in einem Intervall (0, r) 14Bt sich nun in gewissen Fallen auf die gleiche Frage 
fiir bestimmte Intervalle (0,#) mit @ < t zuriickfiihren: 

Satz 1: Es sei rt eine Limeszahl derart, dap die Menge der Ordinalzahlen 
x <t eine nicht leere Teilmenge A = {6} mit folgenden Eigenschaften besitzt: 

a) Die Ordinalzahl @ der (nach der GréBe ihrer Elemente) wohlgeordneten 
Menge A ist eine Limeszahl; 

b) zu jedem « < 1, das nicht zu A gehért, enthalt A ein kleineres Element 
6 < « derart, dap zwischen 6 und a kein weiteres Element von A liegt, — wir 
nennen es das zu « nédchstkleinere Element von A und bezeichnen es mit [a]; 

c) zu jedem « < tr, das nicht zu A gehért, enthalt A ein gréperes Element 
o> &@; 

ist dann A irgendeine Teilmenge der eben bezeichneten Art und # thre Or- 
dinalzahl, so gilt: im Intervall (0, t) existiert dann und nur dann eine bestimmt 
divergente Funktion B (a) < a, wenn im Intervall (0,8) eine solche Funktion 
existiert. 

1) Dusunik, B.: Bull. Amer. math. Soc. 37, 860; der Beweis kann noch um einen 
Schritt verkiirzt werden, wenn man von vornherein jedem 0 < « < wg ein B(a)<«@ 
zuordnet: dann folgt sofort die Existenz einer festen natiirlichen Zahl n derart, dal 
fiir eine Menge der Machtigkeit xs von Argumenten « die Kette a, B (a), 8 (f («)),... 
nach genau n Schritten zur 0 fiihrt. 

2) ALEXANDROFF u. Urysoun: Verh. Amsterdam 14, Nr. 1, Anhang. 
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Beweis: Wegen b) enthalt 4 die Null. Ferner lat sich 4 = {6} auf die 
Menge {x} der Ordinalzahlen x < # ahnlich abbilden. Diese Zuordnung wollen 
wir durch 6 (x) bzw. x (6) symbolisieren: 6 (x) x (6). Es ist x (4(x)) =x 
und 6 (x (6)) = 6 sowie 6 = 0--x = 0. 

Wir ordnen zunichst jeder in 0 < « < 1 definierten Funktion f (a) < « 
eine in 0 < x < @ definierte Funktion y (x) <x zu und umgekehrt: 

1. Es sei eine Funktion B (a) < ain0 <a < rgegeben undessei0 < x <#. 
Dann ist 5 (x) > 0 und f (6 (x)) < d(x). Ist 8(6(x)) ein Element von 4, 
so setzen wir y (x) =x (8 (d(x))). Wegen der Ahnlichkeit der Abbildung 
{ 5} -- {x} ist dann x (f (4 (x))) <x (6(x)) =x. Ist aber B (6 (x)) kein Ele- 
ment von A, so setzen wir y (x) = x ([B (6 (x))}). Aus (p (6 (x))} < 6 (x) 
folgt wie eben y (x) < x. 

2. Es sei eine Funktion y (x) < xin0 < x < # gegeben und es sei0 < « <r. 
Ist a ein Element 4 von A, so ist x (6) > 0 und y (x(d)) < x (4). Setzen wir 
also in diesem Falle f (6) = 5(y (x (4))), so ist wegen der Ahnlichkeit der 
Abbildung b(y (x (6))) < 6 (x (6)) = 6. Ist « kein Element von A, so setzen 
wir 6 («) = [a]. Dann ist gleichfalls 8 (a) < «. 

Geht man nun bei einer dieser Zuordnungen von einer bestimmt divergenten 
Funktion aus, so ist die zugeordnete Funktion wieder bestimmt divergent: 

1’. Es sei # (a) bestimmt divergent und y, < #. Zu 4 (yp) gibt es dann 
ein «, derart, daB 8 (x) > 4 (y,) fiir « = a, ist. Ist 6, ein nach Voraussetzung c) 
in A vorhandenes Element 6, > a», so ist erst recht B (a) = 4 (yo) fiir a = dy. 
Wir setzen nun x, = x (6)). Fir x => x, ist dann wegen der Ahnlichkeit der 
Abbildung {x} -- {6} auch 6 (x) > 4 (x) = 4 (x (d,)) = 6, und also #8 (6(x)) = 

- 5 (79) sowie \p (d (x))| = 45(y>)- Nach Vorschrift 1. ist also fir x = x, 
wieder wegen der Ahnlichkeit y (x) = %(B (6 (x))) baw. =x (|B (6 (x))}) > 
> # (5 (¥o)) = Yo 

2’. Es sei y (x) bestimmt divergent und f, < rt. Es sei weiter 6, ein Ele- 
ment von A mit 6,> fy Zu x (d9) gibt es dann ein x, derart, daB y (x) = 

-# (do) fir x > x, ist. Insbesondere ist x, > y (x) > x (do). Wir setzen 
nun %& = 6(x»). Aus der Ahnlichkeit und der Vorschrift 2. folgt dann fiir 
Ordinalzahlen « > a», die nicht Elemente von A sind, zunichst § (a) = [a] = 

> 6 (x9) > 6 (x (d9)) = 65 > By Ist aber « => a, ein Element 6 von A, so 
ist wegen der Ahnlichkeit x (6) => x (6 (x»)) = xq, also y (x (6)) => x (dy) und 
mithin nach Vorschrift 2. und wieder wegen der Ahnlichkeit f (6) = 6 (y (% (4))) 
> 6 (x (d9)) = 69 > By W.z.z.w. 

Satz 2: Es sei ¢ eine Limeszah! und 0 <o < t. Die Menge der Ordinal- 
zahlen a <a < t habe (als der GréBe ihrer Elemente nach wohlgeordnete Menge) 
die Ordinalzahl £,. Dann gilt mit dieser Bedeutung von o und £,: entweder gibt es 
in jedem oder in keinem der Intervalle (0,£,) bestimmt divergente Funktionen 
B (a) <a. (Beachte: (0, £,) = (0, r)). 

Beweis: a) Es existiere in einem Intervall (0, £,) eine bestimmt divergente 
Funktion y (x) <x. Dann wihle man f («) < « beliebig fir 0 <aso. Fir 
o<a<rt laBt sich « (eindeutig) in der Form « =o +x mit 0 <x <€, 
darstellen, und man setze hier # (x) =o + y (x). Damit ist eine Funktion 
B (a) <a in (0, r) erklart. Sie ist dort bestimmt divergent: Ist naémlich zu- 
nichst o< B, < 1, so ist Bp =o + y, mit O< y, <C,. Es existiert nach 
Voraussetzung ein x, derart, daB y (x) > y, fiirx = xo. Setzen wir a =o + xo, 
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so ist fir a =o +x20 + xX = Ge jetzt B(a)=ao+ y (x) D> a+ yy = fy 
Mit o wird aber auch jedes 8 <o endgiiltig tiberschritten. 

b) Es existiere in (0, r) eine bestimmt divergente Funktion f («) < « und 
es sei 0 <o <t. Wir kénnen o.B.d.A. annehmen, daB fiir « > o -+- 1 stets 
B (a) =o +1 ist. (VergréBerung von Funktionswerten kann die bestimmte 
Divergenz nicht beeintrichtigen.) Wir bilden nun das Intervallo +1<a <r 
aihnlich ab auf das Intervall 0< x < €, und definieren y (x) durch die Forde- 
rung, daB y (x) das Bild von f («) sein soll, wenn x das Bild von « ist. Aus 
der Ahnlichkeit folgt dann y (x) < x. Ist ferner f, das Bild eines gegebenen y, 
und %» so gewahlt, daB f (a)> fy fiir «> a, und ist schlieBlich x, das Bild 
VON %, so ist wegen der Ahnlichkeit y (x)= y, fiir x = xp. 

Es folgt: Wenn es iiberhaupt in einem Intervall (0, £,) eine bestimmt di- 
vergente Funktion f («) < « gibt, so nach a) auch in (0, t) und daher nach b) 
in jedem Intervall (0, ¢,). W.z.z.w. 

Nun folgt leicht: 

(A): t =, ist die kleinste Limeszahl, fiir die im Intervall (0, 1) keine be- 
stimmt divergente Funktion B (a) < « existiert. 

Beweis: Es sei eine Limeszahl t < m, gegeben und (6,) eine monoton 
wachsende Folge von Ordinalzahlen derart, daB lim 6, = 1 ist. Es kann 
0.B.d.A. 69 = 0 gesetzt werden. Die Menge A = {6,} hat dann die in Satz | 
verlangten Eigenschaften a), b) und c) und ihre Ordinalzahl ist ® = w,. Da 
es in (0, w») bestimmt divergente Funktionen # (a) < « gibt, z. B. B (nm) = 

n — 1, existieren solche Funktionen nach Satz 1 auch in (0, rt). Zusammen 
mit dem zitierten Satz ergibt sich hieraus die Behauptung. 

(B): w., ist die kleinste nichtisolierte Anfangszahl, unterhalb der keine 
bestimmt divergente Funktion B (a) < « definiert werden kann. 

Beweis: t sei eine Limeszahl. Die Menge der Anfangszahlen < ™, hat 
zusammen mit der Null die in Satz 1 vorausgesetzten Eigenschaften a)—c) und 
ist vom Typ # = t. Nach Satz 1 gibt es also in (0, w,) dann und nur dann 
bestimmt divergente Funktionen f («) < «, wennes in (0, t) solche Funktionen 
gibt. Aus (A) folgt daher sofort die Behauptung. 


(Eingegangen am 17. Oktober 1949.) 
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Uber die Ableitung der S-Funktion. 
Von 
Géran Bore in Uppsala. 
1. Die Differentialgleichung 
(L) y’ +(A—q(z))y=9, q (x) stetig fir Os 4r< x 


hat bekanntlich eine S-Funktion (und also eine asymptotische Phase), jeden- 
falls wenn 


(1) S\q(x\d ssa 

U 
ist. Das heiBt, eine Lésung mit vorgegebenen Anfangswerten, z. B. 
(2) y(0,A4)=0, y'’ (0,4)=1, 


hat fiir groBes x und alle k > 0 (k? = A) die Form 


(3) ®@ (x, 2) = « (k) cosk x + v (k) sink x + 0 (1), 
wo 
ue (k) = — +f sinktq(t) Ot, k)dt 


Ed 
(4) - 


v(k) = +f cosktg (t) ® (tk) dt. 
0 


_ 


Die S-Funktion kénnen wir durch 


e ry —-#+tP 
(5) S (k) = ee 
definieren. Wenn noch { x|q (x)| d x < o gilt, hat sie fir k > 0 eine stetige 
( 


) 
Ableitung. Hier soll die Ableitung untersucht werden, wenn nur 


(6) |x*q (x)| = Const, 2+ ©, 
vorausgesetzt wird. 
2. Insbesondere nehmen wir anfangs an, dab 


(7) q (x) = p (x) /9 (2) 
ist, Wo 
(8) g(z),g' (x) stetig und positiv fir 0 < x < o0,g(x)x-* + 1,g’(x)(2a)-* + 1, 
wenn x > co und 
(9) g (x) fastperiodisch, g (x) = — gp (— 2) 
gy (z)~ > A,sin2a,z mit » = <x 


gelten soll. Die «, diirfen also keinen Verdichtungspunkt im Endlichen haben. 
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Unter den Voraussetzungen (7), (8), (9) gilt 
a) id existiert fiir alle k + a, und ist stetig. 


1 d 8 (k) 
log|k—a| dk 





b) lim 


ka, 


= x (1+ S*(a,)) A,. 


c) Wenn 9 (zx) eine Summe von nur endlich, aber beliebig vielen Gliedern 


n 
ist, p(x) = 3’ A,sin2«,z. dann ist die Menge der Funktionen g, die zur 
I 


Relation 
1 + S?(a,) =0 


fir irgendein «, fiihren, eine Nullmenge im Verhiltnis zur ganzen Menge. 


Dieser Satz besagt also, daB die Ableitung von S (k) unter der Bedingung (6) 
im allgemeinen nicht fiir alle k > 0 existiert AuBerdem folgt, daB die Funk- 
tion @ (x) im allgemeinen bei gegebenen «, durch die Funktion S (k) eindeutig 
bestimmt ist. 


3. Fiir den Beweis braucht man folgende Abschitzung der Ableitung 
von @ (2, k) 


(10) Eo =v (k) xcosk x — ps (k) esink x + O (log z). 


Sie wird in gewohnlicher Weise nergeleitet 
Nun ist, wenn k + u,, 








(il) SR =2i lr won’) (ul -iv)-? 
und 
o-= - £0) ; ftcos2ktq(dt —- 2 fisine ktq(t)dt +r, (k) 
(12) dk FA k 5 
\4e oo 
a “PF teos 2 keg (t (t)dti+r, (k), 


wo die Restglieder r,, r, fiir k > 0 stetig sind. Diese Ausdriicke werden durch 
direktes Differenzieren aus (4) hergeleitet unter Anwendung von (10). Das 
Differenzieren unter dem Integralzeichen ist erlaubt, weil die Integrale in (12) 
gleichmaBig konvergieren. Betrachten wir z. B. 


a t a \ t 
ftsin2ktq(t)dt= le fsin2kt p(t at] S(sm) J fsin2kt y(t)drdt. 
0 g (t) 0 (t 

Dann gilt immer 


t n 
fsin2ktg(t)dt= lim » qs” A 


0 n+ v=] 





1 /sin2(k — a,)t _ sin 2 (k + zit) 

"4 ( k— w k + ay 

mit 0< g< <1 (vgl. H. Bonr, Fastperiodische Funktionen) Weil 2|A,|* < «, 
t 

folgt sofort die gleichmaBige Beschrinktheit von { sin2 kt q(t)dt. Aus 

0 


den Voraussetzungen (8) folgt (t/g (t))’ =0(5 ). t + oo, und daraus schlieBlich 


die gleichmaBige Konvergenz der betrachteten Integrale in jedem abge- 
schlossenen Intervall, das kein «, enthilt. Dies ist Beh. a). 
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4 Nach kleinen Umformungen erhilt man nun fiir die Ableitung 


a @S —i(l+ Sk) 2. . 
(13) Tk Ss sin2kttq(t)di-+ 





S? — My 
_) | cos2 kttq(t) +r, (k) 
0 


Das erste Integral in (13) kann in der Form 


co oo 


(14) [sin2kttq(t)dt=A, [sin 2ktsin2 o,t—— de + 
0 0 





A, sin 2 a, t) 
+ 2ktt — — 
i sin2 kt (4 (é) 10) jae 


geschrieben werden. Betrachten wir das erste Glied rechts. oder lieber einen 
Teil davon: 





= 


- sL. > t ye @¢ @ 
(15) — | cos 2 (k —4,)t——-dt=s,f+f+f]. o=2 k-—a,. 
g (4) “ \o = 


¢ soll eine feste Zahl sein, so groB, daB g (c) = c? + e (c*) ist mit vorgeschrie- 
benem kleinen Restglied «. Dann erhalt man sofort 


e 




















t 
(16) F f cos Qtr dtl: const (o > 0) 
0 | 
und weiter 
n ii , t enidt | T COST de TSN T | = 
(17) , 9 . wr a (=) | 
z. e9(—] otg(—) “a 
Tt sin ] = l 
— { sint | ———_] dtr=— ——— | O|—)}dt. 
1 2 wii 2 i 1 \T 
oto (=) ‘ og ( | 

SchlieBlich ergibt 

J 

I t ec d 
(18) J—~cosetdt= f recat dt=—cosoc | + 

- 9) ce eo (=) . *o(=) 

0 
1 t fdet l 
+ fsint f — 7 yr at log —(1 +o(1)), 
co i o* 9 =) e 
0 
weil 
. tdt , 
| een log t l+o (1)). 
. 0% g (— 


0 


Die Ausdriicke (16), (17), (18) in (15) eingesetzt ergeben 


(19) 2 (k—a,)t—— dt =  log— (1 +0 (I)). 


g a 


5. In (14) haben wir noch die Glieder 





FF [eoamk + a) to 7 et und fsinz bee(9(9 ~ oe at=8 
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abzuschatzen. Das erste Integral kann man unmittelbar wie in (17) abschiitzen, 
es bleibt beschrankt, wenn k > «,. Setzen wir im zweiten Integral 


yp (t) = sin2 kt (@ (t) — A, sin 2 «, t), 
so erhalt man 





TOO oo t 
- g(t)—tg (t) ¢ 
S=fpwdta | - (LOT fyyarae. 
ij vi) (4) lo 0 g* (t) 4) 

y (t) ist eine neue fastperiodische Funktion mit den Frequenzen + (2 k + 2 «,) 
und den ae cats A,, n+». Es ergibt sich also wie S. 327 

t > 

- > _(m) sin 2(k — a) t sin 2 (k + - On) t 
J p(ijdt ‘lim 2 : 2 A,—= ri -( -— <a E+ an -), N+, 


und wenn k>«a,, bleiben alle Nenner & 
haben nicht den Grenzwert Null. 
t 


Beschrinktheit von { y(t)dt, woraus die Beschrinktheit von 3 fiir k > «, 
v0 


+t %, positiv oder negativ, d.h. 
Es folgt also wie auf S. 327 die gleichmaBige 


folgt. 


SchlieBlich entsteht im zweiten Integral von (13) keine Resonanz, weshalb 
es beschrankt bleibt, wenn k > «,. Man sieht das sofort ein, wenn man im 
entscheidenden Glied von (14), d. h. in Formel (18) cos @ ¢ durch sin 9 ¢ ersetzt. 

Wenn wir nun in (14) und (13) den Ausdruck (19) einsetzen und die in 
Nr. 5 gefundene Beschranktheit der iibrigen Glieder von (13) beachten, er- 
halten wir die Formel b) des Satzes, S. 327. 

6. Es bleibt nun iibrig, die Behauptung c) zu beweisen. 

Es ergibt sich, daB 1 + S? (a,) =o mit mu («,,) + v (a,) gleichbedeutend 
ist. Man kann nun leicht zeigen, daB yu («,) + v (%,) ganze analytische Funk- 
tionen jeder der Koeffizienten A,, sind, daB c) also mit der folgenden Be- 
hauptung gleichbedeutend ist: Die Nullstellenmenge im m-dimensionalen 
Raum einer analytischen Funktion von n Variablen hat das 
MaB Null. Dies diirfte eine bekannte * 


der folgenden Weise bewiesen werden. 


Lebesguesche 
latsache sein, sie kann jedenfalls 


Wir fiihren den Beweis nur im Falle zweier komplexer Variablen durch. 
Nehmen wir also an 


f (u, w) 2d a;;,u' wt = 0 (u XY, + Let, w Xa +1 2), 
wenn (u, w) C BE, \u\? + \w? < co, und m E > 0, wobei m E das Lebesguesche 
MaB von E im vierdimensionalen Raum der Punkte (2,, 22, #3, 2) bezeichnen 
soll. Wir haben zu beweisen, daB dies f (u, w) = 0 zur ay 


Der Beweis stiitzt sich auf einen Spezialfall einer bekannten Tatsache'): 
Wenn m E > 0 ist, dann gibt es immer einen Punkt P Cc E, so dab 
, m (e) 
20 lim —— 
~— r>o "XK (P) 
wo K (P) die vierdimensionale Kugel mit P als Mittelpunkt und R als Radius 
unde=E£Z K (P) 


Wahlen wir P (0, 0, 0,0) und setzen wir 


. ‘ Dao 
(21) u oexpil, w 0,eXpt —, 0 recos?, 0, r sind 





1) Vgl. z. B. E. J. McSuane, Integration, Princeton 1944, p. 223 and 376. 
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mit 
(22) 0<O0<22, O0<<22, 0<0<+2, 
so durchliuft dieser Punkt fir 0<r<R die ganze Kugel K(P). Die 
Punkte 

“= 077! w,=wr-t 
liegen fiir alle r auf der Oberfliche der Einheitskugel |u|? + |w|* <1. Wir 
wollen zeigen, daB die Hiufungspunkte (u,, w,) fiir r + 0 der Punkte, fiir die 
(u, w) C EB, auf dieser Oberfliche iiberall dicht liegen. 


Wir tun dies, indem wir zeigen, daB ein beliebig kleines Intervall der 
Oberfliche der Einheitskugel 


054590 514,522 


Osu sP0sm4,52-'2 


immer einen Haufungspunkt enthalten mu8. Denn wire dies nicht der Fall, 
dann kénnte man fiir hinreichend kleine R die Menge e in einen Teil der Ku- 
gel K (P) einschlieBen, der aus der ganzen Kugel mit Ausnahme eines durch 
(23) und 0 < r < R definierten Sektors besteht. Weil das Volumen des Sek- 
tors nach Transformation auf Kugelkoordinaten (21), (22) durch 

R& m; ne 

f Pp ps asin2ddrd pdOdd = 

0 q 


m; ne 
= Rt (i; 4.1 —1,) (m’+ ! — mj) (cos 2 m — cos 2 nz 41) 4-2 
und also das Volumen von ganz K (P) durch 2—! x? R*(=m K (P)) gegeben 
wird, mu8, wenn R > 0, 
m (e) 
‘mK (P) ~ 

bleiben, was der Eigenschaft (20) widerspricht. Also liegen die Haufungs- 
punkte (uo, wy) auf |u|? + |w|* = 1 dicht. 

Wenden wir nun dies auf 


f (u, w) = dog + 7 A, (U,, w,) + 7? Ay (Uy. W,) +... 


an, wo A, (u,, w,) homogene Polynome n-ten Grades von (u,, w,) sind. Wir 
erhalten fiir r= 0 


Aon = 0, A,, (tq, W,) = 0, 2 = 1, 3,3,.... 
Da die A, stetige Funktionen von (w,, w,) sind und diese Punkte auf |u,.|* + 


+ |w,|* = 1 dicht liegen, miissen obige Relationen fiir alle Punkte der Ober- 
fliche der Einheitskugel giiltig sein. Speziell muB A, = 0 sein auf C,:|u.|* = 1/2 





C,: |w,|? = 1/2. Mit Anwendung des Cauchyschen Integraisatzes 
~~ 1 An (Ug, Wo) d Wy 
4, (2, %) = — Tar [duel (uy — 2) (wy — 2) 


erhalt man dann 
A, (z, %) = 0 fiir |z|* < 1/2 | z,|? < 1/2. 


Hieraus folgt A, = 0 fiir alle m und (z, z,),d. h. f= 0. Das ist die Behauptung. 
7. Wenn die «, endliche Hiufungspunkte haben, geht im allgemeinen das 
d S (k) 


Tk verloren. 





einfache Verhiltnis zwischen den Funktionen g(z) und 
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co 


Lassen wir z. B. g(x) = 3) A, sin2 «, x sein, wo A, =c n~!log-2n und 
” 


% — &, = n—1, wobei a, nicht unter den Frequenzen vorkommen soll. Es 
gilt noch die Formel (13), auBer in den Punkten «, (n= 0,1,2,...). Wir 
k6nnen weiter voraussetzen, daB 1 + S? (a) + 0 ist, geméB Nr. 6 kann man 
das sicher durch angemessene Wahl von c erreichen. weil u (a) + v (a) eine 
ganze Funktion von c ist. Dann erhilt man 

d8 


se (lh + Sk) t= — 8 Y A, (2 k) — log|a, — k|-1+0(1). 
Wenn k geniigend nahe an a, gewahlt wird, gibt es eine Folge «,, so daB 
py, — al! << |a, —k|-! fiir n = 2,3,... m, und wenn k > a, dann hat 
a 0 a 0 


man m-—> oc. Also 


foe) m m 
> A, log|a, — k|-? > » A, logn = ¥' (nlogn)—!, 


9 


d 8 (k) 


d.h. - ig > % wenn k + a, obgleich x, nicht unter den Frequenzen 
ak 


vorkommt. 





8. Ahnliche Ergebnisse erhalt man auch, wenn die Voraussetzung (x) = 
=— p(—~2) nicht gilt. Dann ist @ (x)= , (x) + m2(x), wo g(x) un- 
gerade und q,(x) gerade ist. Man braucht nur den Ausdruck in b) des 
Satzes S. 327 durch den Ausdruck 

’ _, 48 (k) i - 1 

lim (log |k — |) 1 —=—5-— (1 + S* (a,)) An + 


5 
= ay “an 





(S?(a,) — 1) By 


kan 


zu ersetzen (g(x) ~ 2 B, cos 2 «, x). Dies folgt sofort aus der Formel (13). 


( Eingegangen am 27. Februar 1950.) 


Mathematische Annalen *°2 22 











Math. Annalen, Bd. 122, S. 332—333 (1950). 


Zur Frage der Differenzierbarkeit der S-Funktion. 
Von 


Eruarp Heinz in Gottingen. 


Wir betrachten die Differentialgleichung 


y” +(k — q(z))y =0 y (0) = 0, O<sr<=x 
unter den gleichen Voraussetzungen hinsichtlich g (x), wie sie in der vorstehen- 


@ (zx) 
g(x)’ 





den Arbeit formuliert werden, also g(x) = w(x) fastperiodisch, 
p(x) ~ LA,sin2a,x2, 2 7 <™ g(x), g(x) stetig, g(z)>0 in OS 2x<00, 
v=l ° 





lim 2-2 g (x) = 1, lim (2 z)—! g’ (x) = 1. 


z-> x z-—o 
Es wird y (x) = M, (k) e** + M, (k) e~*** + 0(1) fiir alle k> 0, und 
> = S(k) werde die S-Funktion des’ Problems genannt. 
9 


Dann 1aB6t sich iiber die Aussagen a, b, c von Herrn Bore hinaus folgendes 
aussagen : 
l. S (k) ist an allen Stellen k = a, nichtdifferenzierbar, 
2. Die Funktion q (x) ist durch S (k) eindeutig bestimmt, und zwar gilt: 
S’ (a, +0) — S’ (a, — 0) = — A,, wenn 1 + S? (a) =O ist. 
Xn 
Dies erkennt man so: 


Es sei ¢ eine positive Zahl, so daB in |k — «,| < ¢ auBer «, keine anderen 
Frequenzen von @ (2) liegen. Dann folgt aus Gl. (13) der vorstehenden Ar- 
beit fir k + a, die Darstellung 


wp, — — (1+ S8*(k)) 1 Pcie i 2 
S’ (k) = a fen zAnJ cos 2 (k — a,)t 0) dt 
1— S*(k) 1 a _t . 
pm 40] sin 2 (k — a,)t rr) dt +f (k), 
wobei f (k) in!’ — a,| < « stetig ist. Aus S’(k) = O(log |k — a,|) ergibt sich 
k 
S (k) — d= Sx) dx = O(\k — a| log |k — a,|). 
*n 
Wegen / cos2 (k—a,)t- aH dt=O(log|k — a,|) folgt somit die Gleichung 
0 
lim (1 + S$? (k)) f cos 2 (k — a) t-——-d t = 0, 
kay 0 g (t) 


wenn 1 + S? (a,) = 0 ist. 
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. 


Wir beweisen nun den 
Hilfssatz. Es sei h(t), h’ (t) stetig in 0 <t < o, limh(t) =0, h’ (t) =O(t-), 


t—co 
t+ oo. Dann gilt 
lim fh Smet | iY 


e-0 0 


Beweis. Offenbar geniigt es, uns auf positive 9 zu beschrinken. Sei 
also 9 > 0 und C>0. Dann ist 





sin ot ent S40." . t F d (hit) 
8) eee = — ees Se <u 
of MO ; dt | : ; } > ime +-|- ; 


aoa |d t. 
Cie 
, . d h (t) oo , : 
Nach Voraussetzung ist aber — O (t-*), also gibt es eine feste, 
C 
von C und o unabhiangige Konstante K derart, dab 


| r h(t) ames a <*% 
Cle 
wird. Wegen 


Cle C . 

: inot . tT \ sint 

f h( pee at fh() “adr 

0 0 e t 

folgt aus den iiber die Funktion A (t) gemachten Voraussetzungen die Glei- 
sin ot 


chung lim ii ‘h (t)—_——- dt = O bei festem C. 


e000 
ein 0, > 0 derart, das die } oe 


Also. gibt es zu jedem C>0 


sin 0 t 








\f h (t) et atl: = fir 0 <0 < 


erfiillt ist, was mit der pa identisch ist. 


2 
Die Funktion h (t) = ae ~1 erfillt offenbar die Voraussetzungen unseres 
q 
Hilfssatzes, also ist 


lim [ (a _ z) sin otdt = 0. 
e000 \9 tt) t is 


Setzen wir 9 = 2 (k— me so ergibt sich 





co co . 
; g - SINT a 4 
lim f ——sin2 (k—«a,)tdt= {f —-dt=>F 
} = 5) 
kan 6 7 FA 
(e > &n) 

; 4 , sin Tt a 
lim | sin 2 (k — «,)tdt | . dt=- - 
koe, 0 9M 0 

(k < @) 


Daraus folgt die Gleichung 


os 7 hd 4 
S’ (a, +0) — 8S (a, — 0) = — 


n 
Da im Falle 1 + S?(a,) +0 die Ableitung S’ (k) an der Stelle k = a, log- 
arithmisch unendlich wird, wie in der Arbeit von Herrn Bore gezeigt wurde, 
so ist unsere Behauptung bewiesen. 


(Eingegangen am 15. Marz 1950.) 
22¢ 
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Ober Regeln in Gruppen. 
Von 


Franz Wever in Mainz. 


Es sei }, die freie Gruppe aus denk freien Erzeugenden a, b,..., w(2,,.-., 2») 
sei ein Wort in den unbestimmten Variablen z,, ..., z,, das sich als Funk- 
tion von n Verinderlichen auffassen la8t. Zu jedem ,,Punkt‘* mit ,,Koordi- 
naten“ a,,...,@, aus }, gehért dann ein ,,Funktionswert u = w (a,, ..., a,), 
der wieder in %, liegt. Werden fiir die 2,,..., z, alle Elemente aus }, einge- 
setzt, so erzeugen die als Funktionswerte vorkommenden Elemente wu eine 
Untergruppe % von %;,, sie mége die zum Wort w gehérende Wortuntergruppe 
W (w) heiBen. Levi") hat gezeigt, daB diese Wortuntergruppen vollinvariante 
Untergruppen der freien Gruppe sind, das heiBt, sie werden bei ailen Homo- 
morphismen von %, in sich abgebildet. Umgekehrt ist jede vollinvariante 
Untergruppe der freien Gruppe auch eine Worturtergruppe. Es soll ange- 
nommen werden, daB das Wort w (z,,..., Z,) vom leeren Wort verschieden 
und in den 2; reduziert ist, daB also an keiner Stelle x; und a; ' nebeneinander 
vorkommen. Dann besteht Y% sicher nicht aus dem Einselement allein. 

Es sei jetzt eine beliebige Gruppe G mit Elementen r, s,... in der Ge- 
stalt G = %,/R gegeben, das heiBt als Faktorgruppe der freien Gruppe %, 
nach einem Relationennormalteiler i. Durchlaufen die 2,, ..., x, jetzt alle 
Elemente aus G, so erzeugen die Funktionswerte v = w (r,,....7,) ent- 
sprechend eine Wortuntergruppe W (w) in G, die eine vollinvariante Unter- 
gruppe von G ist. Wenn @ keine freie Gruppe ist, kann der Fall eintreten, 
daB w (x,,..., %,) = 1 fiir alle z; aus G. w (z,,..., 2) = 1 heiBe dann eine 
Regel (Identische Relation) in G. Dies bedeutet, daB die in der freien Gruppe 
%, durch w erzeugte Wortuntergruppe & in dem Relationennormalteiler }i 
enthalten ist. Die Kenntnis aller Regeln einer Gruppe vermittelt einen ge- 
wissen Uberblick tiber ihre Struktur, und zwar bilden die Regeln ein Merkmal, 
das von der speziellen Darstellung einer Gruppe unabhangig ist und das ferner 
in allen Untergruppen und Faktorgruppen giiltig bleibt. 

An den Begriff der Regel lassen sich zwei Fragestellungen ankniipfen. 
Einerseits kann in einer vorgegebenen Gruppe @ nach allen in @ giiltigen 
Regeln gefragt werden. Diese Aufgabe ist von B. H. NeuMANN?) angegriffen 
worden, es bedeutet dies die Aufsuchung aller vollinvarianten Untergruppen & 
von %,, die in R enthalten sind. Andererseits kann man versuchen, Gruppen 
G zu finden, in denen ein gegebenes System von Regeln gilt. Das bedeutet die 
Konstruktion der Wortuntergruppe & in der freien Gruppe %, und die Unter- 
suchung der Faktorgruppe %,/%8. Diese Faktorgruppe enthalt alle Gruppen G 
mit der Regel w = 1 als Untergruppe oder Faktorgruppe, soweit sich G durch k 
Elemente erzeugen laBt. Sie ist also gewissermafen die ,,maximale“ Gruppe 
mit dieser Regel. 

Hier soll ein Beitrag zu der zweiten Frage gegeben werden, und zwar 
sollen Regeln w (z,,..., Z,) = 1 in n Verinderlichen betrachtet werden. Ein 
zunichst herzuleitender Satz iiber die allgemeine Gestalt von Regeln gestattet 
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es, sich dabei auf solche Worte w zu beschranken, die in der n-ten Untergruppe 
der absteigenden Zentralreihe der durch z,,..., x, erzeugten freien Gruppe 
liegen. Es werden danach fir einige spezielle w die Faktorgruppen %,/® (w) 
untersucht, wobei insbesondere die Frage nach weiteren Regeln # = 1 in 
dieser Faktorgruppe gestellt wird. Solche Regeln @ = 1 sind dann Regeln, 
die zwangsliufig in jeder Gruppe gelten, in der w = | gilt. 


I. Gestalt der Regeln. 


Regeln in einer Variablen kénnen nur in der Gestalt x*=1 auftreten, 
worin A eine natiirliche Zahl ist. Solche Regeln sollen Potenzregeln heiBen. 
Wenn eine Regel in zwei Verinderlichen nicht auch noch eine Potenzregel 
enthalten soll, so muB sie die Gestalt w(z, y) = 2" y“ a" yy... ary” 
haben mit X p = X q = 0, wobei noch alle p; und q; auBer etwa p, und gq, 
von Null verschieden sind. Das bedeutet aber, daB w (z, y) in der Kommu- 
tatorgruppe der von x und y erzeugten freien Gruppe liegen mu. Entspre- 
chend muB in einer Regel mit mehr als zwei Verinderlichen die Exponenten- 
summe fiir jede einzelne Variable verschwinden. Regeln mit dieser Eigenschaft 
mégen Kommutatorregeln heiBen. Jede in beliebiger Form gegebene Regel 
laBt sich in Potenzregeln und Kommutatorregeln zerlegen, so daB nur diese 
beiden Regeln zu untersuchen sind. Diese bereits von Levi') und B. H. Nev- 
MANN?) herriihrende Einteilung laBt sich nun noch verfeinern. 

Betrachtet man Regeln in » Veranderlichen, so wird man sich auf solche 
Regeln beschriinken, die sich nicht schon durch Einssetzen einer Variablen 
in eine Regel mit weniger als n Verinderlichen verwandeln lassen. Von einer 
Regel w (x,,..., : r,) 1 ist danach zu fordern, daB sich das Wort w schon 
dann in den 2; bis auf das leere Wort kiirzen laBt, wenn eine beliebige der 
Variablen x; durch das Einselement ersetzt wird. Es gilt dann 

Satz Il: 


Ket (Sy, . «5 3 r,) ein Wort mit der Eigenschaft 


“a 


(T) wh, Oy «<5 Bee its fos. t,) =e =w(r*p,... ¢ oe i 


das heift, wird w in den x; identisch mit dem leeren Wort, sobald eine beliebige 
Variable durch das Einselement ersetzt wird, so liegt w friihestens in der n-ten 
Untergruppe der absteigenden Zentralreihe der durch die 2,..., X, erzeugten 
freien Gruppe. 


Beweis: 


Wird fiir die von den 2,..., : r, erzeugte freie Gruppe die Darstellung 
Xj 1+ X;, a }—X,+ 4X; | +++ gewahlt, so laBt sich w in der 
Gestalt 
wie, . 24 r,) + De td. si Z,) + Dag lags ss Zy) 


schreiben, wo die D, homogene Polynome vom Grade k in den X; sind. We- 
gen (1) sind aber alle D, 0 mit k <n. Dies bedeutet nach MaGnvs') (siehe 
auch *)), daB w (x,,..., 3 r,) in der n-ten Untergruppe der absteigenden Zentral- 


reihe der durch z,,..., x, erzeugten freien Gruppe liegt. 
Jede Regel in n Verinderlichen kann geschrieben werden als Produkt 
von Kommutatoren der Gestalt [+--+ [[2i, i,] 2i,]+°- x;,,), Wo an jeder Stelle 


eine der Variablen z,,..., x, steht und [x y] die Abkiirzung von 2 y a~* y~! 
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bedeutet. Ein solcher Kommutator heiBe linksnormiert. Jeder dieser Kom- 
mutatoren enthalt m Variable, unter denen auch gleiche auftreten kénnen 
(m > n). 


Il. Spezielle Regeln. 


§ 1. Potenzregeln und daraus hergeleitete Kommutatorregeln. 


Es sei §; die freie Gruppe aus den & freien Erzeugenden a, b,... und 
G =%,/R eine Faktorgruppe von %, nach dem Relationennormalteiler R. 
Durch die Regeln z? = 1, p ganz positiv, sind die sog. BuRNsipEschen Gruppen 
Bu; p) = 3, /B (x?) definiert. By», ist die maximale Gruppe, die jede 
Gruppe G mit der Regel x? = 1 als Faktorgruppe enthalt, wenn G durch k 
Elemente erzeugt werden kann. 

Fir das Folgende ist es notwendig, kurz tiber die durch 2? = 1 und 2?=1 
bestimmten Burnsidegruppen zu berichten. 

a) x*=1. Der Kommutator [zy] = 2zy2~'y~! laBt sich in die Ge- 
stalt [xy] =(xy)*(y~!a~!y)® y~* bringen. Die in %, durch w(z) = 2° 
erzeugte Wortuntergruppe ¥% (x?) enthalt daher die Kommutatorgruppe der 
freien Gruppe, d. li. die Wortuntergruppe @ ({z y]). Be.) ist also abelsch 
und von der Ordnung N = 2 und jede Gruppe @ mit der Regel 2? = | ist 
abelsch. 

b) z#® =1. Nach Levi und VAN DER WAERDEN®) enthalt die Wort- 
untergruppe WW (z*) aus %, die folgenden Untergruppen % (({[z y] y]). 
W ([[ x, 2] [23 x4]]) und B (|[[x, x2] x3] x,|). By; s) ist also nilpotent und 


| | /_ +00) a; 
damit auch auflésbar. By. 3, hat die Ordnung N = ge und jede 
Gruppe G mit der Regel z* = 1 ist nilpotent und zweistufig metabelsch. 

Die BurnstpeEschen Gruppen sollen hier nicht weiter untersucht werden. 
Literaturangaben fiir p = 4,5 finden sich in *) und °). 

Die Eigenschaften dieser beiden Regeln lassen sich sofort auf die Unter- 
suchung zweier Kommutatorregeln [z* y] = 1 und [z*y] =1 anwenden. 
(jelten diese Regeln in einer Gruppe G, so besagen sie, daB die Quadrate be- 
ziehungsweise die dritten Potenzen aller Elemente von G im Zentrum von @ 
liegen. 

c) [x*y] =1. In der freien Gruppe %, besteht folgendes System von 
Wortuntergruppen in ihrer gegenseitigen Lage 


B ({ 2? y]) B ({[z y] 2}) 
(2) B ([z y}) 


W ([2* y*)) ? B (((7, 2] [x3 74]]) 


ie in der Mitte stehende Wortuntergruppe % ([z y]*) ist in BW ([2* y]) ent- 
halten, da sich die Kommutatoren [xz y]* und [z* y] nur um einen Faktor 
unterscheiden, der in ® ({[x y] 2) und damit auch in % ([{z* y]) liegt. Alle 
anderen Beziehungen ergeben sich nach Abschnitt @). Dieses Schema von 
Wortuntergruppen liBt sich in ein Schema von Regeln tibersetzen 
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(z* y] = 1 —— [[xy}z] =1 
NN 
(3) {xy =1 
[zty4}=1 —+ [xy a9) [25%] = 1 


und das bedeutet: Gilt in einer Gruppe @ eine der Regeln aus (3), so gelten 
in G auch alle die Regeln, zu denen man in Pfeilrichtung fortschreiten kann. 
Speziell folgt daraus der 

Satz 2: 

Liegen in einer Gruppe G die Quadrate aller Elemente im Zentrum von G, 
dann ist die Gruppe G nilpotent und damit auch auflésbar. 

Aus (3) folgt, daB in G spitestens die zweite Ableitung und die dritte Unter- 
gruppe der absteigenden Zentralreihe aus dem Einselement allein besteht. 

d) {[x* y| = 1. Das entsprechende System von Wortuntergruppen ist hier 


W ({2* y]) B ([[[C2 22) 25] x4| 25|) 


| 
| 
‘ 


(4) RW ([ 2x? y?}) W (| [[z, %_] 23] x4) [25 x] 27) xg||| 


BW {la %) (%3 Xq]] [[ 75 26] (2, xs]]}) . 
Die Umschreibung in ein System von Regeln soll nicht wiederholt werden. 
Es folgt 

Satz 3: 

Liegen in einer Gruppe G die dritten Potenzen aller Elemente im Zentrum 
von G, dann ist die Gruppe nilpotent und damit auflésbar. 

Spiatestens die dritte Ableitung und die fiinfte Untergruppe der absteigen- 
den Zentralreihe bestehen aus dem Einselement allein. 

Die beiden zuletzt behandelten Regeln sind nicht in der Form geschrieben, 
die am Schlu8B des vorigen Abschnittes angedeutet ist. Die Umschreibung 
in diese Form ist ohne Schwierigkeiten méglich, ergibt aber keine bessere 
Ubersicht. 

§ 2. Die Regel [[z y] y] = 1. 

Die in der freien Gruppe §; durch das Wort w = [[z y] y| erzeugte Wort- 
untergruppe % ({{z y] y]) laBt sich auch durch die beiden Worte 
(5) w, =[rya',y]) 

(6) w, = [xy]: [zy~*] 

erzeugen, wie eine elementare Umrechnung sofort bestatigt. Die drei Wort- 
untergruppen %& (w), % (w,) und W (w,) stimmen also iiberein. Es sei @ eine 
Untergruppe oder Faktorgruppe von %;/% ({[z y] y]), also eine Gruppe mit 
der Regel [[z y] y] = 1. Dann folgt 

Hilfssatz 1: 

Gilt in einer Gruppe G die Regel {{x y] y| = 1, dann ist in G jedes Element 
mit allen seinen Konjugierten vertauschbar und fiir die Kommutatoren in G 
gilt die Symmetriebeziehung 


(7) [ryl-(ay'J=1. 
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Dieser Hilfssatz laBt sich benutzen, um sofort eine weitere Beziehung herzu 
leiten. In der freien Gruppe %,; gilt nach Wirr*) die Identitat 
[[z y) =] - [fz 2) y) - [ly] 2] 

[xy]-(zy)-ylez)y*+[yx)-2[yz] a -y[xz] y—'-[y2z]-2[zy) a. 
Je zwei zwischen Punkten eingegrenzte Faktoren auf der rechten Seite der 
Gleichung (8) enthalten in der eckigen Klammer einen Buchstaben gemeinsam, 
lassen sich also als Produkt von Konjugierten dieser gemeinsamen Variablen 
bzw. ihrer Inversen schreiben. Beim Ubergang von §, zu $,/® (([z y] y]) 


(3) 


lassen sich aile diese Faktoren nach Hilfssatz 1 beliebig miteinander vertau- 
schen, und die rechte Seite von (8) kiirzt sich damit zu Eins; es folgt daraus 

Hilfssatz 2: 

In einer Gruppe G mit der Regel |[x y| y| = 1 gilt die Identitdat 

(9) [[z yl z}- [lez] y]-[[y2] 2] =1. 
Der Inhalt dieser beiden Hilfssitze bedeutet eine Vereinfachung der Kommu- 
tatorbeziehungen, wenn , auf §,/W(|[xy]y]) homomorph abgebildet 
wird. In der durch x und y erzeugten freien Gruppe liegt die linke Seite der 
Gleichung (7) in der dritten Untergruppe der absteigenden Zentralreihe, die 
linke Seite von (9) in der vierten. Die beiden Hilfssatze sagen aus, daB diese 
Produkte auch in der Wortuntergruppe & ({[z y] y]) liegen. Es zeigt sich 
weiter, daB alle Untergruppen der absteigenden Zentralreihe von einer ge- 
wissen Stelle ab ganz in W liegen, es gilt 

Satz 4: 

Jede Gruppe G, die sich aus endlich vielen Elementen erzeugen lapt, und in 
der die Regel |[x y] y} 1 gilt, ist nilpotent und damit auflésbar. 

Ist k die Anzahl der Erzeugenden, so besteht spitestens die k + 1-te Unter- 
gruppe der absteigenden Zentralreihe von G und die h-te Ableitung (2" > k) aus 
dem Einselement allein. 

Beweis: 

Es ist zu beweisen, daB die Faktorgruppe %,/% ({[z y] y}) nilpotent ist. 
Alle Kommutatoren der freien Gruppe %, aus den Erzeugenden a, },... 
lassen sich schreiben als Produkte linksnormierter Kommutatoren, das heiBt 
in der Gestalt [ -++[[@,a@,] a5] --- ] a,|. Alle Klammern umschlieBen dabei 
die ersten beiden Elemente. Die a; sind in irgendeiner Anordnung die Er- 
zeugenden a, b,... . Die Kommutatoren in der k + 1-ten Untergruppe der 
absteigenden Zentralreihe von , enthalten wenigstens eine der Erzeugenden, 
etwa a; doppelt. Dann la8t sich ein solcher Kommutator als Produkt von 
Konjugierten von a; bzw. a; ' schreiben. Modulo ® ([[x y] y|) kiirzt sich 
ein solcher Kommutator dann zu Eins, und damit ist der Satz bewiesen. 

Wird die Gruppe G@ mit der Regel [[z y] y] = 1 additiv geschrieben, 
wobei diese Addition dann nicht kommutativ zu sein braucht, werden ferner 
die Kommutatoren als Klammerprodukte geschrieben, so nehmen die Identi- 
titen (7) und (9) die Gestalt 
(10) [zy] +[yz] =9 
(11) (x y}z] + [fz x] y] + [[y=] 2] =9 
an, und auBerdem gilt wie in jeder Gruppe 


(12) isz]=0. 
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Das Einselement wird in dieser Schreibweise durch Null ersetzt. 

Ein Liescher Ring A ist ein Modul, in dem eine nichtassoziative Multi- 
plikation definiert ist mit den Beziehungen (11) und (12). AuBerdem gilt 
das distributive Gesetz, aus dem zusammen mit (12) noch (10) folgt. Gruppe G 
und Liescher Ring A stimmen also in den Beziehungen (10), (11) und (12) 
iiberein, sie unterscheiden sich dadurch, daB in G das kommutative Gesetz 
der Addition nicht zu gelten braucht. Ferner kann das distributive Gesetz 
in @ fehlen, denn in 

[z, yz] =(zy] + [xz] +e 


wird der Faktor c = [[z x] y] im allgemeinen von Null verschieden sein. 
Die Zuordnung eines Lieschen Ringes A zu einer freien Gruppe %, nach 
Macnuvs') (siehe auch *)) gestattet es, in A eine vereinfachte Ubersicht iiber 
die Abhangigkeiten der Kommutatoren aus §, zu gewinnen. Dabei ist die 
Gruppenmultiplikation zur kommutativen Ringaddition, die Gruppen- 
kommutatorbildung zur Ringmultiplikation in Beziehung gesetzt. Hier zeigt 
es sich, daB gewisse Identitéten aus A unmittelbar auf die Faktorgruppe 
F/B ([[x y] y)) iibertragen werden kénnen. 


SchluB. 


Die Existenz einer Potenzregel in einer Gruppe G ist eine notwendige Be- 
dingung fiir die Endlichkeit von G. Ob diese Bedingung auch hinreichend 
ist, falls G von endlich vielen Elementen erzeugt wird, ist nicht bekannt. 
Es ist daher interessant, weitere Bedingungen fiir die Endlichkeit einer Gruppe G 
anzugeben, die zusammen mit einer Potenzregel hinreichend sind. Von den 
hier behandelten Regeln haben 

[ay] =1, [2*y]=1 und [[zy]y]=1 
simtlich Nilpotenz zur Folge; gelten sie also in einer Gruppe @ aus endlich 
vielen Erzeugenden gleichzeitig mit einer Potenzregel, so ist G endlich. Fiir 
die Ordnung von G@ kann leicht eine obere Schranke angegeben werden. 

Im Sinne von Hall’) gleichschiefe Gruppen stimmen in allen Kommu- 
tatorregeln iiberein, andererseits brauchen Gruppen noch nicht gleichschief 
zu sein, wenn ihre Kommutatorregeln dieselben sind. In bezug auf die damit 
zusammenhangenden Fragen ist es interessant zu wissen, wann zwei Systeme 
von Regeln aquivalent sind, d. h., wann zwei von verschiedenen Worten er- 
zeugte Wortuntergruppen der freien Gruppe identisch sind. 
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Ein Satz iiber quadratische Formen. 
Von 


L. Repes in Szeged (Ungarn). 


Bezeichne K einen (kommutativen) formal-reellen Kérper und R einen 
Teilring von K, der ein Hauptidealring ist und das Einselement 1 von K ent- 
halt!). Es sei 


n 


(1) f(z) =f(tp-.-.%) = Dazx2z; (a; ¢€ K;a;; = a;;; 2 = 2) 
i,j=1 

eine quadratische Form in K mit der Determinante D. Wir nehmen an, da 

f(x) positiv ist, d. h. f(¢,,..., c,) =O (c;¢€ K) gilt und dabei ,,=“ nur dann 


stehen kann, wenn alle c; verschwinden. Bezeichne 


i 


a 


». Of (x) 


1 0 xj 


; n 
;. Of (c) ? 
» z; [ . » Aj; C; X; 
i=l og i,j=1 





I I 
9 J o# , 

(2) f(c, 2) =f (Cy, .- +5 Og Xyy-- +> Ly) =—— - 
die Polarform von f(z). Wir beweisen den folgenden: 
Satz. Sind die c; nicht lauter verschwindende Elemente von K, so ist 

(3) f(z) =f) f(x)—Ff €, 2) 

einer positiven quadratischen Form von n — 1 Unbestimmten dquivalent. Sind 
dabei die c; ieilerfremde Elemente von R, so gibt es homogene lineare Substituti- 
onen der x; mit Koeffizienten in R von der Determinante 1, die f (x) in eine 


‘orm von n— 1 Unbestimmten transformieren. Die Determinante dieser trans- 
F 

formierten Form verhdlt sich invariant, und zwar unterscheidet sie sich von 
(4) D f"~? (ec) 


héchstens um einen Faktor, der das Quadrat einer Einheit in R ist*). 


Nach der Annahme gilt: 


(5) f(z) =a yp +--+ + On Yn (a;¢ K, > 9), 

wobei die 

(6) Yj L; (x) 

Linearformen in K sind. Wir setzen 

(7) d; = L;(c). 

Dann gilt 

(8) f (c) ad? +.---+a,di, 

(9) f(c, 2) =a,d,y,+---+a,4, yy, 

und so folgt aus (3), (5), (8), (9): 

(10) f(x) = ¥ a; a; (d; y; — d; y;)*. 
isicisn 


1) Insbesondere kann K der reelle Zahlkérper, R der Ring der ganzen Zahlen sein. 
Uber ,,formal-reelle Kérper“ und ,,Hauptidealringe* im allgemeinen s. VAN DER WAER- 
DEN, Moderne Algebra, Bd. 1, 3. Aufl., 1950. 

2) Im Spezialfal] in 4) ist (4) eine absolute Invariante. 
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Da f (c) + 0 ist, so verschwinden nicht alle d;. Wir diirfen ohne Einschrin- 
kung der Allgemeinheit 


(11) d, +0 

annehmen. Dann setzen wir 

Y¥;, = 2%+4;2, (¢ = 1,..., 2), 
Yn= d,, zn: 

Durch diese Substitution geht (10) weiter in 


(12) 


(13) f(x)= 2, Oj (d; 2; — dj 2;)? + ay Gh (ay 22 +--+ + Oy-y 2-1) 
lsi<ign-l 
iiber, wofiir man auch 
n—1 


f (x) _ (a, dt eile 5 &y, Tp) (a, 23 + +++ + Gy-1 za—1) — > a; a; d; d; 2; 2;, 
ij=1 
d. h. nach (8) 


- n—1 
f (x) =< f (c) (a, z* +eee t+ Ay—1 z2_s) - pa ai Xj d; d; 2 2; 
j= 
schreiben kann. Die Determinante von dieser Form nach den z,,...,2Z,—, ist 
_ a, f (c) — at d?... — ay tp dy dy_y 
det, ..., tn, 1 (2) = : 
— yy Hy yy dy. Opa f (C) — on—1 daa 


Die rechte Seite geht durch Entwickelung nach den Potenzen von f (c) in 
Oy,» + On—a (f*—? (c) — f"—? (c) (a, a? +--+ ~ + Ga_1 Gh_1)) 

iiber, und so folgt aus (8) 
(14) det... .., 2n_af (Z) =%- +. &y dn [*? (c). 
Dies verschwindet nach (11) nicht, und so folgt aus (13) die Richtigkeit 
der ersten Behauptung des Satzes. 

Nunmehr seien die c; teilerfremde Elemente von R. Wir betrachten eine 
beliebige Substitution 
(15) X= Cyt +--+ +eint, (§ = 1,..,2) 
in R mit der Determinante 1 und untersuchen die Bedingung dafir, daB 


hierdurch f (x) in eine Form von n — 1 Unbestimmten verwandelt wird. Ohne 
Einschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir verlangen, daB f (x) eine Form 


der t,,...,,—; wird. Hiernach muB f (x) fiir t, =--- =t,_,; =0 verschwinden, 
d. h. 

f (ern tas = oe Can tn) = t f (ers 7% Cnn) aa 0 
gelten. Hieraus folgt f (e,,---,,») =0. Anderseits ist nach (3) f(c) = 
= f (c,,...,¢,) = 0 und so gibt es nach dem oben bewiesenen ein Element y 
in K mit 
(16) Cin = Vo (6 = 1,.. . %). 


Da (15) die Determinante 1 hat, so miissen die e;,, teilerfremd sein. Nach der 
Annahme gilt das gleiche iiber die c;, und so ist y nach (16) eine Einheit in R. 
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Umgekehrt, wenn (16) gilt, so schreibt sich (15) in der Form 


, 


y= 3+ yo; t, (i Rg os ag Ms 
wobei die x; Linearformen der ¢,, . . ., 4,_; sind, und man rechnet leicht nach, 
daB8 dann f (x) wegen (3) ebenfalls eine Form der 4,,..., ¢,-, ist. Hierzu ist 


also notwendig und hinreichend, daB® fiir die Koeffizienten von ¢, in (15) die 
Gleichungen (16) gelten mit einer Einheit y in R. 

Hat man nun die e;, gem&B (16) gewahlt, so lassen sich die tibrigen e¢;, 
in R nach einem Satz von HeRmMitTE*) so wahlen, daB die Determinante von 
(15) gleich 1 ist. Wir denken die Substitution (15) an f (x) ausgefiihrt und be- 
zeichnen mit det,, ai f(x) die Determinante der so erhaltenen qua- 
dratischen Form. Um diese zu berechnen, setzen wir (15) in (6) ein. Wegen 
(7) und (16) gewinnen wir 


(17) Yj LF + yd; t, (i = 
wobei die LL? Linearformen der ¢,, . . ., ,_; sind. Weiter folgt aus (12) 
d; | 
Z — . Z U — } 920 89 — 
e=T Ve H=H— TM (i=! n— 1), 
also nach (17) 
d; . 
(18) Zz; L? ~~ LS (2 eae” Ll), 
dn 
l 
19 z —Li+yt,. 
( ) n dy Ln / ty, 
Bezeichne A,_, die Determinante der Substitution (18). Dann gilt 
(20) det... ., t if (2) Aj_, det... zn—1 | (2)- 


Bezeichnet weiter 4, die Determinante der aus (18), (19) bestehenden Sub- 
stitution, so gilt 


(21) A, y Ag-1- 

Nun 1aBt sich aber 4, auch aus (12), (6), (15) berechnen: 
l l 

99 ~ 

(22) 4, = 7, Al= Zr A, 


wobei A die Determinante der Substitution (6) bezeichnet. Wegen (5) ist 
(23 D =a@,,..@, A*, 
und so folgt aus (20)—(23) und (14): 
ee f(x) = y—? D j*-* (c). 
Das beweist unseren Satz. 


3) Vgl. M. Durrer, Erg. Math. 2, H.5, 31 (1933). 


(Eingegangen am 10. Januar 1948.) 
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